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ورقة عمل لمادة الهندسة
[1] (1,1,1)A(2,2,3)وB3,1)و, 2)C 1,0)و, 1)D (3,2,1)وE 
a) هل, ,C D B  استقامة واحدة. علىتحدد مستوٍ أو اثبت أنها لا تقع
b) اط اثبت أن النق, , ,A D B C  .تشكل رباعي وجوه
c)  جد معادلة للمستوي( )BDC .
d)  اثبت أن المثلثDBC  قائم فيD.
e)  أعط تمثيلًا وسيطياً لـلمستقيمd  المار منA  والذي يعامد للمستوي

( )BDC .
f) القائم لـ المسقط استنتجA  على المستوي( )BDC.
g)  جد بُعدA  عن( )DCB .
h) استنتج  حجم رباعي الوجوهABCD.
i)  أثبت أنE  مركز ابعاد متناسبة للنقاط( , ),( , ),( , )B C D    عين

)المستوي تقع في  Eأثقالهاً. ثم استنتج أن  )BDC.
j) راتيب نقطةجدْ على محور الت K  تقع على المستوي المحوري للقطعة

[ ]AB.
k)  الكرة التي قطرها  معادلةجد[ ]ED.
l)  جد تمثيل وسيطي للقطر[ ]ED. 

m) جد معادلة المستوي الذي يمس الكرة السابقة فيE.
n)  احداثياتجد M ابعاد النقاط  مركز( ,1)Aو( ,2)Bو( ,3)C.
o)  جد مسقطE   على المستقيم( )AB.  احسب بُعد ثمE  عن( )AB.  
p) المجموعة  معادلةجدM  :0تحققMB MC  .وما طبيعتها

 الحل:

a) شعاعين من النقط الثلاث وندرس الارتباط الخطي بينهما  نشكل
(1, 1,5) 1 1

1 2( 1, 2, 4)

BC

BD

 


    

مرتبطة خطياً فالنقط لا تقع على  المركبات غير متناسبة فالأشعة غير
 استقامة واحدة فهي تحدد مستو.

b)  حتى يكونABCD : رباعي وجوه يجب أن يتحقق 
(1, ,B C D من الطلب الأول .  ليست على استقامة واحدة محقق وهذا
(2Aللمستوي تنتمي لا BCDندرس الارتباط الخطي للأشعة لذلك

1 1 1

1 1 2

2 5 4

BA aBC bBD

a b

 

      
     
         

            

بالمقارنة نجد : 
1 (1)

1 2 (2)

2 5 4 (3)

a b

a b

a b

  

   

   

من   2 1:و1
3

a


2و
3

b    نتحقق في  ثم 3:

?

?

1 2
2 5 4

3 3

5 8
2

3 3

2 1

   
     

   

  

  

,ومنه الأشعة :  ,BA BC BD  غير مرتبطة خطياً فالنقط, , ,A B C D

لا تقع في مستوي واحد ومنه  A BCD : أي النقط , , ,A D B C

 تشكل رباعي وجوه .
c)1,0)نقطة منه, 1)D  و ناظمه( , , )n a b c

. 0 5 0

. 0 2 4 0

n BC n BC a b c

n BD n BD a b c

      

       

1cبفرض : 
 

 

5 1

2 4 2

a b

a b

 

  
بالحل المشترك  

2نجد: , 3a b  (2, 3,1)n  : وبالتالي معادلة المستوي
       

       

 

0 0 0: 0

: 2 1 3 0 1 1 0

: 2 3 1 0

BCD a x x b y y c z z

BCD x y z

BCD x y z

     

     

   

d)1 4 16 21, 1 1 25 27BD BC       

     
?

2 2 2

?

4 1 1 6

27 21 6

27 27

DC

BC BD DC

   

 

 



محققة 

. Dقائم في  DBCحسب عكس مبرهنة فيثاغورث المثلث 
 أو نستعمل الجداء السلمي.

e) المستقيمd (1,1,1)مار منA يعامد و BDC أي: 

 2, 3,1dv n  

1 2

: 1 3 ;

x t

d y t t

z t

 


  
 

f)  بما أنd مار منA يعامد و BDC فإن  مسقطA  على
 BDC هو نقطة تقاطعd و BDC وليكنA لحل نوجدها با

المشترك : 
   2 2 1 3 3 1 1 1 0

4 2 9 3 0

t t t

t t t

       

    

1
14 1

14

2 16 11 15
1 , ,

14 14 14 14

16 11 15
, ,

14 14 14

t t

x y z

A

  

    

 
  
 

g)  
2 3 1 1 14

,
144 9 1

dist A DBC
  

 
 

AA:4مكن حساب ي أو 9 1 14

196 14
AA

 
  
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h)  
1 1

,
3 3 2

b

DB DC
V S h dist A BCD


      

1 21 6 14 7 3 3 2 7 2 1

3 2 14 3 2 14 2
V

     
    

 
  

i) E ـم.أ.م ل      , , , , ,B C D   : ومنه 

1 1 1

0 2 1

2 4 5

BE aBD bBC

a b

 

     
     

        
            

بالمقارنة : 
 

 

 

1 1

0 2 2

2 4 5 3

a b

a b

a b

  

  

   

  

 ـبالحل المشترك ل   2 , 2نجد : 1 1
,

3 3
b a


   

 ـنتحقق ب 3 : نجد? 1 2
2 4 5

3 3

   
     

   
  

             

? 4 10
2

3 3

2 2

1 2

3 3

ة ق ق ح م

BE BD BC

  

  


  

  

 ـم.أ.م ل Eومنه      ,2 , , 1 , ,2B D C  فالنقاط, , ,E C D B  تقع في
مستو واحد وبالتالي : E BCD  

j) بفرض 0, ,0K y             KA KB  
   

2 2

2 2

1 1 1 4 2 9

2 2 1 13 4 4

2 14 7 (0,7,0)

y y

y y y y

y y K

      

      

   

 

k)  مركزها منتصف الكرة ED وليكن:  2,1,0I ونصف قطرها 
4 4 4 2 3

2
2 2 2

ED
R

 
    

     

     

2 2 2 2

0 0 0

2 2 2
2 1 3

x x y y z z R

x y z

     

    
 

l)  النقطة هي 3,2,1E  شعاع الموجه :و 2, 2, 2ED     

   

2 3

: 2 2 ; 0,1

2 1

x t

ED y t t

z t

  


   
   

 

m)  نقطة منه 3,2,1E  ناظمه 1, 1, 1EI     
       

       

 

0 0 0: 0

: 1 3 1 2 1 1 0

: 6 0

P a x x b y y c z z

P x y z

P x y z

     

      

   

  

n) A B C
M

  

  

 


 
 أي  

     1 1,1,1 2 2,2,3 3 3,1, 2 14 8 1
, ,

1 2 3 6 6 6
M M

    
   

   
  

o)  أولًا : نوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم AB  نقطة : 1,1,1A 

والشعاع الموجه  1,1,2AB    

1

: 1 ;

2 1

x t

AB y t t

z t

 


  
  

  

والمعامد للمستقيم  Eالمار من  wثانياً : نوجد معادلة المستوي  AB 
أي :  1,1,2wn AB   

       

       

 

0 0 0: 0

:1 3 1 2 2 1 0

: 2 7 0

w a x x b y y c z z

w x y z

w x y z

     

     

   

  

ويعامد المستقيم  Eمار من  w ثالثاً : بما أن   AB  فإن  مسقطE 
على  AB  هوE   نقطة تقاطع المستوي w   والمستقيم AB: 

 1 1 2 2 1 7 0t t t         
1 3 3

6 3 , ,2
2 2 2

t t E
 
      
 

 

عن  Eبعد  إن   AB هو بعدE   عن مسقطها القائمE   
9 1 4 14

4 4 4 2
EE       

p) . 0MB MC  

           
2 2 2

2 2 2

2 2 2

. 0

2 3

2 1 0

3 2

2 3 2 1 3 2 0

5 6 3 2 6 0

25 25 9 9 1 1
5 3 2 0

4 4 4 4 4 4

5 3 1 27

2 2 2 4

BM CM

x x

y y

z z

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

x y z



    
   

      
       

        

        

            

     
          

     

5تمثل كرة مركزها  Mمجموعة النقاط   3 1
, ,

2 2 2

 
 
 

  

27ونصف قطرها 

2
R   

  
d,ليكن المستقيمين  [2] d: 

3 2 1
: , : ;

0
2

2
1

x t
x y z

d d y t t
x y z

z t


   

    
     

 

a)  وسيطياً للمستقيم  تمثيلاً أعطd . 
b)  جد نقطتينA  منd وB  منd . 
c)  بي ن إذا كانd d  أو كانd منطبقاً علىd . 

  الحل:

 
 I

  

E
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a)  

 

1

2

3, 1, 2 3 1

1 11, 1, 2

n

n

  

  

غير متناسبة فالأشعة غير  المركبات  

مرتبطة خطياً فالمستويان متقاطعان بفصل مشترك لإيجاده نفرض 
z t    

 

3 2 1 1

2 0 2

x y t

x y t

  

  
  

 بالطرح والتعويض نجد :

                    
 

1 1 1 1
,

2 2 2 2

1 1

2 2

1 1
:

2 2

x t y t

x t

d y t t

z t

    


 




   


 



  

b) بفرض 0,0, 1 0A t   وبفرض 1,0,1 1B t   
c)  التوجيه : الخطي لأشعة الارتباطندرس 

    
1 1
, ,1 , 1, 1,2
2 2

V V
 

  
 

2Vنلاحظ أن  :   V   

dنلاحظ أن  الأشعة مرتبطة خطياً ومنه  d . 
ض  dبالمستقيم  Aلدراسة التطابق نعو   : 

Aتناقض ومنه d                    
1 1

0 1
2 2

1 1
0 1

2 2

t t

t t


      


    


 

 . مستقيمان غير طبوقانومنه ال
,3) لدينا [3] 1,1)A  3)و, 3, 1)B   والشعاعان ، 1,0, 2u  
و 2,1, 3v  .d  المستقيم المار بالنقطةA  ه بالشعاع ، uوالموجَّ
dو   المستقيم المار بالنقطةB  ه بالشعاع  .vوالموجَّ
a)  جد عددين حقيقيينa وb  يحق قانAB au bv . 
b)  َّنالمستقيمي أثبت أنd وd  .متقاطعان 
c) عين I طعتقا نقطة d وd   
d)  جد معادلة المستوي الذي يحوي,d d. 

  الحل:

a)  1,0, 2u  و 2,1, 3v   ًغير مرتبطين خطيا 

0 1 2

2 0 1

2 2 3

AB au bv

a b

 

     
     
       
            

  : بالمقارنة
 

 

 

0 2 1

2 2

2 2 3 3

a b

b

a b

 

 

   

  

المشترك بين  بالحل 1 و 2  :  2نجد أن , 4b a    

في  نتحقق 3   :   
?

2 2 4 3 2

2 2

   

  

 محققة   

                       4 2AB u v   

b)  1,0, 2u  و 2,1, 3v   غير مرتبطين خطياً لعدم تناسب
 فالمستقيمان غير متوازيان فهما اما متقاطعان او متخالفان.المركبات 

4لكن  2AB u v  : فالأشعة, ,AB u v  مرتبطة خطياً فهي تقع في
dو  dمستوي احد   هما يقعان في مستوي واحد .متقاطعان لأن 

c) I تقاطع  نقطةd وd   
                             

3 2 3

: 1 : 3

2 1 3 1

x t x s

d y t d y s s

z t z s

    
       
       

  

 بحل d من d  : 
2 3 3 (1)

3 1 (2)

3 1 2 1 (3)

s t

s

s t

  


  
    

 

2s:         (2)من        
4tنجد  (1)نعوض في   

7نلاحظ تحقق  7 (3)    ومنه 7, 1,7I  
d) 3)منه   نقطة, 1,1)A   وناظمه , ,n a b c  ونجعله يعامد شعاعي

u,توجيه غير مرتبطين خطياً وهما  v : 
. 0 2 0

. 0 2 3 0

n u n u a c

n v n v a b c

     

      
1cبفرض      

 

 

2 0 1

2 3 0 2

a

a b

  


  
1بالحل المشترك :  , 2b a    

                2, 1,1n   
       

       

 

0 0 0: 0

: 2 3 1 1 1 1 0

: 2 8 0

P a x x b y y c z z

P x y z

P x y z

     

     

   

 

 متوازي مستطيلات.  ABCDEFGH ليكن [4]
1FGلنفترض أن    2وFE FB   .

نختر معلماً متجانساً  ; , ,F i j k  بوضع
1
2

i FE وj FG 1و
2

k FB.  
a)  جد معادلة المستوي( )EGB. 
b)  جد تمثيل وسيطي للمستقيم المار منF 

)والمعامد لـ  )EGB   
c)  احسب إحداثياتH  المسقط القائم للنقطةF  على( )EGB. 
d)  احسبEB HG وEG HB  
e)  هلH  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلثEGB. 
f)  احسب حجم الهرمEFGB. 
g)  استنتج مساحة المثلثEGB. 

  الحل:

A

B

C
D

E
F

G
H

I

A

B d
I

u d

v
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                   

     

   

1 1
( ; , , )

2 2

0,0,0 2,0,0 2,1,0

0,1,0 0,0,2 2,0,2

2,1,2 0,1,2

F FE FG FB

F E H

G B A

D C

  

a) ه نقطة من 0,0,2B  وناظمه , ,n a b c  نجعله يعامد شعاعي
توجيه غير مرتبطين خطياً حيث :   2,1,0 , 2,0,2EG EB  

 غير مرتبطين خطياً لعدم تناسب المركبات .
. 0 2 0

. 0 2 2 0

n EG n EG a b

n EB n EB a c

      

      
1cوبفرض       

 

 

2 0 1

2 2 0 2

a b

a

  

  

2بالحل المشترك نجد :  , 1b a   

                                   1,2,1n  
       

       

 

0 0 0: 0

:1 0 2 0 1 2 0

: 2 2 0

EGB a x x b y y c z z

EGB x y z

EGB x y z

     

     

   

  

b)  المستقيمd  (0,0,0)مار منF يعامد  و EGB : أي 

 1,2,1dv n          : 2 ;

x t

d y t t

z t




 
 

 

c)   بما أنd  مار منF يعامد  و EGB  فإن  مسقطF  على
 EGB  هو نقطة تقاطعd و EGB هوH نوجدها بالحل المشترك: 

              
4 2 0

1 1 2 1
6 2 , ,

3 3 3 3

t t t

t t H

   

 
     

 

  

d)  
1 1 1

2,0,2 , , ,
3 3 3

EB HG
  

   
 

 
2 2

. 0 0
3 3

EB HG     

           

     

 

     

1

1 2 5
2,1,0 , , ,

3 3 3

2 2
. 0 0

3 3

2

EB HG EB HG

EG HB

EG HB

EG HB EG HB

   

  
   

 

    

   

  

e)  من 1  HG  الارتفاع المتعلق بالضلع EB  
من  2  HB  الارتفاع المتعلق بالضلع EG  
 H  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث EBG  

f) 1 1 1 1 2 2
2

3 3 2 3 2 3
FGB

FG FB
V S h FE

 
          

g) 1

3
EGBV S FH    ومنه

2
3

3 3 23 6
2 3

3

EGB

V
S

FH



     

 :و ن ، والمستوييA(2,1,2)لدينا النقطة  [5]
: 2 1 0, : 0x y z x y z        

a) الفصل المشتركب  متقاطعين و كون  عل ل d للمستويين . 
b) أن   أثبتd  هو النقاط 1 1

3 3
, ,M x x    عندماx . 

c)   هاً  أعط AM. ثم جد dللمستقيم  vشعاعاً موج  v 
d) بعد  استنتجA  عن الفصل المشتركd .بطريقة ثانية 
e) ويمر بالنقطة  و معادلة للمستوي  العمودي على  اكتبA. 

  الحل:

a) الارتباط الخطي للنواظم : ندرس   1,1,1 , 1,1, 2Q Pn n  
 .رتبطة خطياً فالمستويان متقاطعاننواظم غير مالمركبات غير متناسبة فال

b) معادلتي المستويين : لدينا 
 

 

: 2 1 0 1

: 0 2

x y z

x y z

   

  
3بالطرح نجد :   1z  

               1
3

z


  ض ب نعو  2 : 1نجد

3
y x    

 هو مجموعة النقاط : dأي 

1 1
, ,

3 3
M x x

 
  

 
أي  :       

 
1

:
3

1

3

x

d y x x

z






   





  

c)  
2 7

1, 1,0 , 2, ,
3 3

v AM x x
 

    
 

 
2 4

. 2 2
3 3

AM v x x x       

d) . 0 2 4 0 2AM v x x       
2فتكون  1 1

, ,
3 3 3

M
  

 
 

  
16 16 49 81

3
9 9 9 9

AM       

رباعي الوجوه  نتأم ل  [6]
OABC  ثلاثي الزوايا القائمة

، نختر معلماً متجانساً Oرأسه 
 ; , ,O i j k  1بوضع

2
i OA 

1و
2

j OB وk OC. 

a)  جد معادلة المستوي( )ABC  

b) تمثيل وسيطي للمستقيم جد d من  المارO  لـوالمعامد ( )ABC   

c) إحداثيات  احسبH ط القائم للنقطة إلى المسقO  على( )ABC. 

A  

M  
d  

v  

A

K

B
O

i

C

j

k
H
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d) النقطة لتكن P  المسقط القائم للنقطةH  على المستوي( )ABO ،
)على  Pالمسقط القائم للنقطة  Lوالنقطة  )BO احسب الطول .LH 
,(2,0,0)  الحل: (0,2,0), (0,0,1), (0,0,0)A B C O 

a)  معادلة المستوي( )ABC  1هي
2 2 1

x y z
    ومنه

2 2x y z   
b) تمثيل وسيطي للمستقيم d  هو

  :

2

x t

d y t t

z t




 
 

 

c)  بما أن المستقيمd  المستوي يعامد( )ABC  فإنH  هي نقطة التقاطع 
1بالحل المشترك نجد: 

4 2 6 2
3

t t t t t       

21ومنه  1
3 3 3
( , , )H 

d) من الطلب السابقدينا ل    21 1
3 3 3
( , , )H  

P  مسقطH  على( )ABO       1 1
, ,0

3 3
P
 
 
 

  

L  مسقطP  على( )BO       1
0, ,0
3

L
 
 
 

  

             1 4 5 5
0

9 9 9 3
LH         

 
[7] ABCD وجوه منتظم طول  رباعي

هما، بالترتيب،  Jو I. 4حرفه 
]منتصفا  ]AB و[ ]CDو .E وF 

2نقطتان تحق  قان:
5

AE AD  
2و

5
BF BC . 

]هي منتصف  Gو ]EF . 
a)  َّأثبت أنG  مركز الأبعاد لـ( ,3)A و( ,3)B و( ,2)C و( ,2)D . 
b) أنَّ  استنتجI وJ وG .تقع على استقامة واحدة 

  الحل:

a)  2من العلاقة
5

AE AD  نجدE  م.أ.م للنقاط   ,3 , ,2A D 
فتكون  ,5E : 2ومن العلاقة

5
BF BC   نجدF  م.أ.م للنقاط

   ,3 , ,2C B  فتكون ,5F . 
منتصف  Gنا لدي EF G   م.أ.م للنقاط   ,5 , ,5F E  فتكون

 ,10G  حسب الخاصة التجميعيةG د لـ مركز الأبعا( ,3)A و( ,3)B 
)و ,2)C و( ,2)D. 
b) لديناG  مركز الأبعاد لـ( ,3)A و( ,3)B و( ,2)C و( ,2)D  
I  منتصف AB  I   م.أ.م للنقاط   ,3 , ,3A B 

فتكون  ,6I  

J ف منتص CD  I   م.أ.م للنقاط   ,2 , ,2C D 
فتكون  ,4J : وحسب الخاصة التجميعيةG  مركز أبعاد
للنقاط   ,6 , ,4I J فالنقاطI وJ وG .تقع على استقامة واحدة 

[8] ABCD رباعي وجوه ولتكنH   مركز ثقل الرباعي وليكنK  مركز
]هما، بالترتيب، منتصفا  Jو BCD  .Iثقل  ]DB و[ ]CA. 

a)  أثبت أنH تقع على( )AK  ثم عين
]على  Hموقع  ]AK. 

b) أن  اثبتH وI وJ  على استقامة
 واحدة. 

c) أن  استنتج, , ,A K I J  تقع في مستو
 واحد.

d) 2:أن   أثبت 2 2 22AC DB AB BC CD DA     
  الحل:

a) H  الوجوه أي  ثقل رباعي مركزH   م.أ.م للنقاط( ,1)A و( ,1)B 
)و ,1)C و( ,1)D  فتكون ,4H  . 

K  مركز ثقلBCD  أيK   م.أ.م للنقاط( ,1)B و( ,1)C و( ,1)D 
) فتكون  ,3)K : ومن حسب الخاصة التجميعيةH   مركز أبعاد لـ( ,1)A 

)و ,3)K 
,ومنه النقاط  ,A H K . على استقامة واحدة 

)تقع على Hوبالتالي   )AK    3

4
AH AK . 

b) I  منتصف DB  I   م.أ.م للنقاط   ,1 , ,1D B 
فتكون  ,2I  
J  منتصف CA  I   م.أ.م للنقاط   ,1 , ,1C A  فتكون ,2J 

)م.أ.م للنقاط   Hولدينا  ,1)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,1)D  ومنه حسب
م.أ.م للنقاط  Hالخاصة التجميعية :  ,2I و ,2J  ومنهH وI 

 على استقامة واحدة. Jو
c)  من الطلب الأول H AK  ومن الطلب الثاني H IJ 

فالمستقيمان  AK و IJ  متقاطعان فيH ستقيمان المتقاطعان والم
, ومنهيقعان في مستوي واحد  , ,A K I J .تقع في مستو واحد 

d) 2من الخاصة  نستفيد 2 ( )( )u v u v u v   فنجد . 
2 2

2 2

( )( ) ( )

( )( ) ( )

AB BC AB BC AB BC AC AB BC

CD DA CD DA CD DA CA CD DA

      

      
 

ACبعد ملاحظة أن   وبالجمع CA   وDB BD  نجد 
2 2 2 2 ( )

( ( ))

( ) 2

AB BC CD DA AC AB BC CD DA

AC DA AB BC CD

AC DB BD AC DB

       

    

    

 

I

J

A

B
C

D

E

F

G

D

B

C

A

H

KI

J
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 ورقة عمل لمادة التحليلحل 
]المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  [1] 2, [   

 
a) جدlim ( )

x
f x


و  

1
lim ( )
x

f x


و 
1

lim ( ( ))
x

f f x


. 
b)  هلf  ؟2؟ وهل هو اشتقاقي عند 2مستمر عند 
c)   جد( 1), ( 1)f f    ثم اكتب معادلة للمماسT  1عند. 
d)   (2)جد, (2 )f f    واكتب معادلة لنصف المماسd  2عند. 
e) استنتج 

2

( ) 1
lim

2x

f x

x




. 

f) (2) ما عدد القيم الحدية محلياً وهلf .قيمة حدية محلياً؟ علل 
g)  جد معادلة المقارب  واستنتج( )

lim
x

f x

x
3و 

2
lim ( )
x

f x x


. 

h)  جد مجموعة تعريفg  المعرف وفق ( ) ln ( ) 2g x f x . 
i) المعادلةحلول  ما عدد ( ) 2f x . 

  الحل: 
a) lim ( )

x
f x


   و

1
lim ( ) 2
x

f x


و
1 2

lim ( ( )) lim ( ) 1
x X

f f x f X
 

 . 
b) f  2اشتقاقي عند غير هو ف 2مستمر عند غير. 
c) ( 1) 2, ( 1) 0f f      معادلة للمماس وT  1عند 2هيy . 
d)  المستقيمd  يمر من( 1,3),(2,1) 3لذلك 1 2

(2) 1, (2 )
1 2 3

f f  
   

 
  

: 2عند  dنصف المماس معادلة و  (2 ) 2 (2)y f x f    

ومنه  
2 2 7

2 1
3 3 3

y x y x        

e) 
2 2

( ) 1 ( ) (2) 2
lim lim (2 )

2 2 3x x

f x f x f
f

x x 



 

 
   

 
. 

f)  ً4هو عدد القيم الحدية محليا 
(2) 1f  بسبب وجود المجال المفتوح  محلياً  صغرى  قيمة حدية
)منه فإن  xبحيث أيا كانت ]1,2.5[ ) (2) 1f x f . 

g)  جد معادلة المقارب:y ax b  :  المستقيم  يمر من
3لذلك (5,3),(3,0) 0 3

5 3 2
a


 


3ومنه   

2
y x b   بالتعويض في

نجد  (3,0)النقطة  
3 9

0 3
2 2

b b      3ومنه 9

2 2
y x  

 ( ) 3
lim

2x

f x

x
 3و

2

9
lim ( )

2x
f x x


  . 

h)  :الشرط ( ) 2 0 ( ) 2 ]4, [f x f x S      . 
i) .حلان مختلفان 

 

[2] 0( )n nu 
0متتالية معرفة وفق   0u   1و

2 1

2

n
n

n

u
u

u






وليكن  

2التابع  1
:

2

x
f x

x




0nعند كل  . 

a) التابع ادرس تغيراتf. 
b) 10أن  أثبت 1n nu u    أيّاً كان العدد ،n. 
c) هايتها.أنها متقاربة. وحدد ن استنتج 
d) 1 نعرف

1

n
n

n

u
x

u





)0أثبت أنَّ   )n nx 

 هندسية.  

e) جدnx  بدلالةn.واحسب نهايتها . 
f) اكتبnu  بدلالةn  3واستنتج 1

3 1

n

n n
u





.  

g) .جد نهايتها 
  الحل: 

a) التابع f  علىمعرف واشتقاقي \ { 2}  لدينا ،
lim ( ) lim ( ) 2
x x

f x f x
 

   3ومنهy    لـافقي مقاربfC ،

2 2
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
  

     1ومنهx  لـ  شاقولي مقاربfC. 

2

3
( ) 0

( 2)
f x

x
  


، فالتابع متزايد تماماً على كل مجال من  

المجالين:   , 2 , 2,    :ومنه جدول التغيرات التالي 

 
b)   يج       نثبت ذلك بالتدر  10 1n nE n u u     

                          1 21 0 1n nE n u u      
نثبت صحة  0E    :  0 10 0 1E u u    

1
0 0 1

2
  .محققة 

نفرض صحة  E n  ونثبت صحة 1E n : 
10 1n nu u    

 متزايد تماماً لذلك: fلدينا 
1

1 2

(0) ( ) ( ) (1)

1
0 1

2

n n

n n

f f u f u f

u u



 

  

   
 

ومنه  1E n   صحيحة فتكون E n  0صحيحة من أجلn  
c)  ايدة ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة من حدها بما أن المتتالية متز

)الأعلى ونهايتها حل المعادلة  )f x x 
2 22 1

2 1 2 1 1
2

x
x x x x x x

x


        


 

limأي  1n
n

u


. 

d) 1 لدينا
1

n
n

n

u
x

u





1و 

1

1

1

1

n
n

n

u
x

u











 ومنه  

x

y

O
1 2

1

3



T

d

4 5

C

2

( )

( ) 2 2

x

f x

f x

  

  

 
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1

1 1 1

1

1 2 1
1

1 1 1 2 1

1 2 11 1 1
1

1 2

2 1 2

2 1 1 1 1

2 1 2 1 3 3 1 3

2

n n

n n n n n n

n nn n n n

n n

n n

n n n n

n n n n n

n

u u

x u u u u u

u ux u u u

u u

u u

u u u u

u u u u u

u



  



 


    
    

   


 

  

   
    

     



 

)0 ثابت ومنه   )n nx 
 هندسية.  

e) nx  بدلالةn  0 هو

1

3

n

n m n

n mx x q x q  
     

 
 

1: نهايتها
lim lim 0

3

n

n
n n

x
 

 
   

 
1لان  

1 1
3

   . 

f) nu  بدلالةn  :1

1

n
n

n

u
x

u





ومنه   1 1n n nx u u    

1nأي  n n nx u x u    1ومنهn n n nx u u x     
ومنه  1 1n n nx u x     1ومنه

1

n
n

n

x
u

x

 



 وبالتالي 

1
1

3

1
1

3

n

n n
u

 
 

 


 
  
 

3 ومنه 3nبالعدد  نضرب  1

3 1

n

n n
u





.  

g) نهايتها  :
1

1
3

lim lim 1
1

1
3

n

n nn n
u

 

 
 

 
 

 
  
 

 

[3]  
0n n

v


0متتالية معرفة وفق   2v   1و

2 1n
n

n

v
v

v



. 

a) 1أن  أثبتnv  ًالعددكان  ، أيّا n. 
b)  1احسبn nv v  المتتالية واستنتج اطراد  

0n n
v


. 

c) أن  أثبت 
0n n

x


1المعرفة بالعلاقة  

1
n

n

x
v




 حسابية. 

d) عبارة استنتج nx ثم عبارة nv  بدلالةn .ثم جد نهايتها 
e) 2 نضع 4 2n nS x x x     احسب .nS  بدلالةn. 

  الحل: 
a)         نثبت ذلك بالتدريج  1nE n v  

                          11 1nE n v    
نثبت صحة  0E    :  00 1E v  

2 1 .محققة 
نفرض صحة  E n  ونثبت صحة 1E n : 

1لدينا 

2 1 1
2n

n

n n

v
v

v v



   

ومن صحة  E n  1نجدnv   1نقلب الطرفين فنجد
1

nv
  نضرب بـ

1  1نجد
1

nv
     1نجد  2نضيف

2 1
nv

   1ومنه 1nu   

ومنه  1E n   صحيحة فتكون E n  0صحيحة من أجلn  

b) الفرق: نوجد 
2

1

2 1 2 1n n n
n n n

n n

v v v
v v v

v v


  
    

2 2( 2 1) ( 1)
0n n n

n n

v v v

v v

    
   

 المتتالية ومنه 
0n n

v


 متناقصة. 
c) 1 لدينا

1
n

n

x
v




1و 

1

1

1
n

n

x
v








 نوجد الفرق: 

1

1

1 1 1 1

2 11 1 1
1

11 1 1
1

2 1 1 1 1 1

n n
nn n n

n

n n

n n n n n n

n

x x
vv v v

v

v v

v v v v v v

v





    
  




     

     

 

ثابت ومنه  
0n n

x


 حسابية. 
d) عبارة nx  بدلالةn: 

0( ) ( 0) 1n m n nx x n m r x x n r x n          
 :nبدلالة nv عبارة

1
1 1

1

1 2
1

1

2
lim lim 1

1

n n n n n n n

n

n
n n n n

n

n
n n

x x v x x v x
v

x n
x v x v

x n

n
x

n 

      


 
     




 



 

e)  نعرف متتالية 
0n n

d


2nوفق  nd x :ومنه 

 

 

2 4 2

1 2

2 21 3 2 1
2

2 2 2

n n

n

nn

S x x x

d d d

x xd d n
n n n n n

   

   

  
    

  

)1المتتالية [4] )n nv   1معرفة وفق 12 1 , 1n nv v v    
2ت أن أثب 1n

nv  . 
  الحل:

نثبت ذلك بالتدريج         2 1n

nE n v   
                          1

11 2 1n

nE n v 

    
نثبت صحة  1E    :  1

11 2 1E v   
1 1v  .محققة 

ة نفرض صح E n  ونثبت صحة 1E n : 
2 1n

nv   
2 2 2 2n

nv    2ومنه 1 2 2 1n

nv       1ومنه

1 2 1n

nv


    
ومنه  1E n   صحيحة فتكون E n  1صحيحة من أجلn  

)0 المتتالية [5] )n nu   :3معرفة وفق

1u e  وعند كلn ،
1n nu e u و .ln 2n ny u  

a)  0أثبت أن المتتالية( )n ny   .هندسية 
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b)  احسبny  ثمnu  بدلالةn 0. ثم جد نهاية( )n nu 
.  

  الحل:

a)  0المتتالية( )n ny 
 لأن: هندسية 

 
1 1

1 1
2 2 1

2

ln 2 ln ln 2ln 2

ln 2 ln 2 ln 2

1 ln 2 ln 1 ln 2 1

ln 2 ln 2 ln 2 2

n nn n

n n n n

n n n

n n n

e u e uy u

y u u u

u u u

u u u

 
  

  
  

   
   

  

 

b)  احسبny  ثمnu  بدلالةn 0. ثم جد نهاية( )n nu 
.  

ny  بدلالةn  : 
1

1

1

1

2

n

n m n

n my y q y q



   
    

 
 

nu  بدلالةn  :ln 2n ny u   2ومنه lnn ny u   

أي 
1

1
2

2 2

n

ny

nu e e


 

       2ويكونlim n
n

u e


 

[6] f  0[معرف على, [  :وفق
3

2

1 cos
( )

x x
f x

x

 
 

a)  أوجد
0

lim ( )
x

f x


. 
b)  أثبت أنّ المستقيم:y x    مقارب للخطC(  عند  (
c) .ادرس الوضع النسبي مع المقارب 

  الحل:

a)            
3

2 20 0 0

1 cos 1 cos
lim ( ) lim lim
x x x

x x x
f x x

x x  

   
   

 
 

   

 

   

 
 

20

2 2

2 20 0

2
2

0

1 cos 1 cos
lim

1 cos

1 cos sin
lim lim

1 cos 1 cos

sin 1 1 1
lim 0 1

1 cos 2 2

x

x x

x

x x
x

x x

x x
x x

x x x x

x
x

x x



 



  
    

   
             

  
         

. 

b)   2

1 cos
lim ( ) lim
x x

x
f x x

x 

 
   

 
 نستعمل الإحاطة: 

1 cos 1x     أيا كانت*x   1 ومنه cos 1x     
0ومنه  1 cos 2x    2 نقسم علىx: 

2 2

1 cos 2
0

x

x x


  

2

2
lim 0 lim 0
x x x 

  مبرهنة الإحاطة حسب lim ( ) 0
x

f x y


 . 

c) الوضع النسبي:
2

1 cos
( ) 0

x
f x y

x



    

2)*. ويجد نقاط مشتركة عند فوق  Cومنه  ,2 ) :k k k   
[7] f 0]عرف على م, [  2وفق( ) 4 1f x x x    . 
a) نهاية  ادرسf  عند . مقارب افقي. يوجدوهل 
b)  جد lim ( )

x
f x x


  واستنتج أنَّ للخطC  .مقارب مائل 

c)  الوضع النسبي للخط  سادرC. 
  الحل:

a)   عند  24لدينا 1 0x    2وx x ومنه 

2

2 2 2

1 1 1
( ) (4 ) 4 1 4f x x x x x x

x x x

 
          

 
  

limومنه   ( )
x

f x


 .  مقارب أفقي.لا يوجد 

b) 2 لدينا

2

1
( ) 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x


    

 
ومنه   

lim( ( ) ) 0
x

f x x


  
y:فالمستقيم  x   مقارب للخطC  للتابعf  في جوار. 

c) 2( ) ( ) |4 1| 2f x y f x x x x      . 
)نجعل  ) 0f x x  4|2 أي 1| 2x x  0  بشرطx  نربع 

2 2|4 1| 4x x   2إما 24 1 4x x  1أي 0   أو

2 24 1 4x x    28أي 1x  1. أي

2 2
x   

  
0xفي حالة    يكونC   فوق   

التابع المعين بالعلاقة  f ليكن [8]
2

1
( )

(ln 1)
f x

x



. 

)2ويحقق  eوجد مجالًا يحوي  eعند fرس نهاية اد ) 10f x .  
  الحل:

 1
lim ( )

0x e
f x


   

2 2

2

9 11 9 11

10 10 10 10

1 1
( ) 10 10 10

ln 1(ln 1)

1 1 1
ln 1 ln 1

10 10 10

1 1 9 11
1 ln 1 ln

10 10 10 10

] , [

f x
xx

x x

x x

e x e x e e

    


       

      

    

 

[9] f  2وفق المعرف على( ) 4 8f x x x  . 
a)  احسبlim ( )

x
f x


ثمَّ   lim ( ) ( 2)

x
f x x


  . 

b)  استنتج المقارب  عند. ادرس الوضع النسبي بين وC. 
c) استنتج lim ( )

x
f x


)جد  . )

lim
x

f x

x
. 

  الحل:

a) lim ( )
x

f x


   
   

 

2

2

2

lim ( ) ( 2) lim 4 8 ( 2)

1
lim ( 2) 4 ( 2) lim 0

( 2) 4 ( 2)

x x

x x

f x x x x x

x x
x x

 

 

      

 
       
     

 

b)  استنتج المقارب  عند. ادرس الوضع النسبي بين وC. 
 lim ( ) ( 2) 0

x
f x x


    فإن: 2y x    مقارب مائل عند. 

1

2 2
0

( ) 0

x

f x y

C





  

  تحت فوق 
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)2: الوضع النسبي  ) ( 2) 4 ( 2) 0f x y x x       
 .فوق  Cومنه 

c) ( )
lim 1
x

f x
a

x
  و lim ( ) 2

x
f x x b


   . 

[10] f  وفق  ]0,2]المعرف على المجال( ) 2 ( )f x x E x . 
a)  1ثم بين فيما إذا كان مستمر عند  1ادرس النهاية عند  
b) ب بعبارة مستقلة عن اكت( )E x. 
c) ارسم الخط البياني للتابعf 0,2]على المجال[ . 
d)  هلf  ؟]0,2]مستمر على المجال 
e)  احسب

2

( )
lim
x

f x

x

 
 
 

.  

f) نهاية  تجاستنg  عند  2حيث( ( ) 3) ( )g x x f x  
  الحل:

a)  1النهاية عند: 

 

 
1 1

1 1

(1) 3

lim ( ) lim 2 ( ) 2 (1 ) 3

lim ( ) lim 2 ( ) 2 (1 ) 2

x x

x x

f

f x x E x E

f x x E x E

 

 



 



 



    

    

 

  1مستمر عند غير  fوبالتالي  النهاية عند الواحد غير موجودة 
b) 2 [0,1[

( )
2 1 [1,2[

x x
f x

x x


 

 
 

c) الرسم: 
 
 

d)  نلاحظ من الرسم أنf  0,2]مستمر على المجال غير[. 
e) 

2 2

( ) 2 ( )
lim lim
x x

f x x E x

x x 

   
   

   
 نستعمل مبرهنة الإحاطة:

1نعلم أن                ( )x E x x   
1    :  1نضرب بـ   ( )x E x x      

2x        :1نضيف  2 ( )x x E x x    
2نقسم على  0x  :

2 2

1 2 ( ) 1x x E x

x x x

 
  

 
2 2

1 1 ( )
lim lim 0 lim 0
x x x

x f x

x x x  

     
        

     
 

f)  2

2

( )
( ( ) 3) ( ) ( ( ) 3)

f x
g x x f x g x

x
     

2

( )
lim 0 lim ( ) 3
x x

f x
g x

x 

 
    

 
 

1وفق  المعرف على  f ليكن [11]
( )

1

x

x

e
f x

e





 

a) التناظريةأن التابع فردي واستنتج الصفة  أثبت . 
b)  نهايةاحسب f  عند ثم أعط عددا ،A  يحقق:  إذا كان

x A كان ،( )f x  0.9,1.1[في المجال[. 

c) تغيرات  ادرسf  ونظم جدولا بها وارسمC.  

d)  استنتج رسم الخط البيانيC  1للتابع

1
( )

x

x

e

e
g x





. 

e)  احسب مساحة السطح المحصور بينC  والمستقيمln2x . 
  الحل:

a)  لأنأن التابع فردي 
xالشرط الأول  x    .ًمحقق وضوحا 
 الشرط الثاني:

 1 1 1
( ) ( )

1 1 1

x x x x x x

x x x x x x

e e e e e e
f x f x

e e e e e e

 

 

   
         

   
 

 . Oمتناظر بالنسبة إلى  fهي أن الخط البياني للتابع  التناظريةالصفة 

b) 
1 1

(1 ) 1
1

lim ( ) lim lim lim 1
1 11

(1 ) 1

x
x x x

xx x x xx

x x

e
e e ef x
e

e
e e

   

 


   


 

19 19

1 2
0.9 ( ) 1.1 0.9 1.1 0.9 1 1.1

1 1

2 2 2 1
0.1 0.1 0.1

101 1 1

1
10 1 20 19

2

x

x x

x x x

x
x x

e
f x

e e

e e e

e
e e x e A e

 
        

 

 
      

  


         

 

c) lim ( ) 1
x

f x


  1ومنهy   جوار مستقيماً مقارباً في. 
limو ( ) 1

x
f x


 , 1y    مستقيماً مقارباً في جوار.  

   

   
2 2

1 1 2
( ) 0

1 1

x x x x x

x x

e e e e e
f x

e e

  
   

 
 

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

 

  





 

 
d) 1 1

( )
1 1

( )
x x

x x

e e
f x

e e
g x

 
  

 
. 

 

e)  
 

ln2 ln2 ln2

0 0 0

ln2

0

2
( ) 1 1 2

1 1

2ln 1 2ln3 ln2

x

x x

x

e
S f x dx dx dx

e e

x e







 
    

 

     
 

   

f)  

x

y

O 1

1
f

1

x

y

O 1

1
g

1

10

11

1

1

2

3

2
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[12] ⓐ 1 بين إن كانت المتتاليتان( )n nx 
)1و  )n ny 

 متجاورتين أم لا. 
1 1 1 1

,
1 2 2 2

n n nx y x
n n n n

     
 

 

ⓑ1ت اذا علم
ln2

2
n nx x

n
    1جد نهاية( )n nx 

)1 و  )n ny 
. 

 ⓐ  الحل:

1 1 1

1 2 2
nx

n n n
   

 
 

1

1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2
nx

n n n n n
      

   
 

1

1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 1 2 2
n nx x

n n n n n



      

    
 

)1فالمتتالية  )n nx  تماماً. متزايدة 
1 1

1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 2 2 2 2 1 2

n n n ny y x x
n n

n n n n n n

     



      

   

 

)1فالمتتالية  )n ny  .ًمتناقصة تماما 
 

1
lim lim 0

2
n n

n n
y x

n 

 
   

 
 المتتاليتان متجاورتينومنه  

ⓑ
1

ln2
2

n nx x
n

   1 ومنه
0 ln2

2
nx

n
     

1ومنه 
ln2 ln2

2
nx

n
      1 ومنه

ln2 ln2
2

nx
n

   ،

limمبرهنة الإحاطة نستنتج أنّ  وحسب ln2n
n

x


   

1لأن 
0

2
lim
n n

.  ومن التجاور نجدlim ln2n
n

y


 

)وفق  ]0,4[المعرف على  fليكن  [13] ) ln
4

x
f x

x

 
  

 
. 

a)  (2,0)أثبت أنَّ النقطةA  هي مركز تناظر للخطC. 
b)  اثبت أنf  0,4[اشتقاقي على[. 
c)  ادرس تغيراتf  م جدولًا بها.  ]2,4]المجال على  ونظِّّ
d)  ثم ادرس الوضع النسبي معه. 2جد معادلة للمماس عند 
e)  ارسم الخطC .والمماس والمقاربات 
f)  4استنتج رسم الخط البياني للتابع

( ) ln
x

g x
x

  
  

 
. 

  الحل:

a) (2,0)لنقطة اA  هي مركز تناظر للخطC لأن 
]0,4[الشرط الأول  ] 4,0[ ]0,4[4x x x         
 الشرط الثاني:

4
( ) (4 ) ln ln

4 4 4

x x
f x f x

x x

   
      

     
 

  
4 4

ln ln ln ln 1 0
4 4

x x x x

x x x x

      
         

      
 

 . A(2,0)النسبة إلى متناظر ب fأن الخط البياني للتابع 
b)  أنf  لأنه مركب تابعين اشتقاقيين حيث: ]0,4[اشتقاقي على 

4

x
x

x
\اشتقاقي على  ]0,4[لأنه كسري فهو اشتقاقي على {4}

lnx x  0[اشتقاقي على, [ .لأنه مرجعي 
[

4
]0,4[ ]0,

x
x

x
    


 

c) f 2,4]على المجال  اشتقاقي[ . 
(2) 0f  و

4
lim ( )
x

f x


  

   2

1 4 4
( ) 0

44
4

x x
f x

x x xx
x

 
   




 

 
d)  2معادلة للمماس عند  

: (2)( 2) (2) : 2T y f x f T y x      
): الوضع النسبي ) ( ) ln 2

4
T

x
h x f x y x

x

 
     

 
 

 ]0,4[اشتقاقي على  hأن  ندرس الاطراد:

 

 

 

 

 

 

22

4 44
( ) 1

4 4

24 4
0

4 4

x x
h x

x x x x

xx x

x x x x

 
   

 

 
  

 

 

)نجعل  ) 0h x   2ومنهx  (2)و 0h  
 
 
 

 .(2,0)ويوجد نقطة تماس هي 
e)   الرسم 
 
 
 
 
 
 

f)   

1
4

( ) ln ln ln
4 4

ln ( )
4 ( )

x x x
g x

x x x

x
f x

x


      

        
        

 
     

  

. 

 بالنسبة للمبدأ. fنظير الخط البياني للتابع  g الخط البياني للتابع
g) مساحة السطح المحصور بين الخط والمحورOx  3والمستقيمx   

3 3

2 2

( ) ln
4

x
S f x dx dx

x

 
   

 
  

2 4

( )

( ) 0

x

f x

f x

  



x

y

O 1

1
f

1

0 2 4

( ) 0

( ) 0

0

x

h x

h x

C

  

 

 Tتحت       Tفوق 
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 

ln 1
4

4

4

x
u v

x

u v x
x x

    
 

  


 

 

 

 

3 3

22

3 3

22

3

2

4
ln

4 4

1
ln 4

4 4

ln 4ln 4
4

x
S x x dx

x x x

x
x dx

x x

x
x x

x

  
   

   

   
    

   

  
    

  



 

 المتراجحات الآتية: حل [14]
a)  2ln 2ln 3 0x x  .   
b) 3 2 0x xe e   
c) 13 3 2x x    

  الحل:

a) 2ln 2ln 3 0x x  .   
,0[الحل  شرط [E   

   ln 3 ln 1 0x x    ينعدم الطرف الأول عند
3 1 1

ln 3 ,ln 1x x e x x e
e

        

 
31الحل هو 

]0, ] [ , [S e
e

   

b) 3 2 0x xe e    شرط الحلE  
2نجد  xeنضرب بـ  3 2 0x xe e   

2أي  2 3 0x xe e    
ومنه   3 1 0x xe e    ينعدم الطرف الأول عند

3 ln3, 1x xe x e     
ln3

( ) 0

x

f x

  

 

 

[الحل هو  , ln3]S    
c) 13 3 2x x    شرط الحلE  

23نجد  3xنضرب بـ  3 2 3x x   
23أي  2 3 3 0x x     

ومنه   3 3 3 1 0x x    ينعدم الطرف الأول عند
3 3 1, 3 1x xx     

1

( ) 0

x

f x

  

 

 

,1]الحل هو  [S   
 

[15] f  0[معرف على, [ ] , [e e    1وفق
( )

(1 ln )
f x

x x



 

a)  ادرس تغيرات التابعf .ونظّم  جدولًا بها. وعيّن قيمته الحدية 
b) ارسم ما وجدته من مستقيمات مقاربة ثمّ ارسمC( ). 
c) مساحة السطح المحصور بين  جدC( 1xو Oxو (

e
 و

2

1
x

e
. 

  الحل:

a) f 0[على  اشتقاقي, [ ] , [e e   

0 0

1 1 1
lim ( ) lim

ln 0 0 0

1 1 1
lim ( ) lim

(1 ln ) (1 ln ) 0

1 1 1
lim ( ) lim

(1 ln ) (1 ln ) 0

1 1
lim ( ) lim 0

(1 ln )

x x

x e x e

x e x e

x x

f x
x x x

f x
x x e e

f x
x x e e

f x
x x

 

 

  


 


 

 

    
 

    
 

    
 

  
 

 

0x   .مقارب شاقولي 
x e شاقولي.  مقارب 

0y   مقارب افقي عند . 

   
2 2

1
1 1 ln

ln
( )

(1 ln ) (1 ln )

x x
xx

f x
x x x x

 
   

   
 

 

)نجعل  ) 0f x   1ومنهx   (1)ومنه 1f  
 
 
 
 
b) :الرسم 
 
 
 
 
 
 
c)   

2 2

2

2

1 1

1 1

1

1

1

1

1

(1 ln )( )

1

ln 1 ln
1 ln

ln2 ln3

e e

e e

e

e

e

e

dx
x xS f x dx

x dx x
x

 



      

  

 

 

 

31
0

( ) 0 0

x e
e

f x

 

  
0 1

( ) 0

( ) 1 0

x e

f x

f x 




   

 

x

y

O 1

1

f

1

e f2

1

e
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,0[المعرّف على  f ليكن [16] [ :2ln
( )

x
f x ax b

x
     

a)  جد,a b  لكي يكون للخطC  4هو  1مماس عند 1y x  
2lnويصبح التابع

( ) 2 1
x

f x x
x

   

b)  أثبت أن: 2 1y x    مقارب، وادرس الوضع النسبي 
c)  2ادرس اطراد التابع( ) 2 2 2lng x x x  . 
d)  أثبت أن

2

( )
( )

g x
f x

x
   وادرس تغيرات التابعf. 

e)  أثبت أن للمعادلة( ) 0f x  1 حلًا وحيداً يحقق
2

1   
f)  ارسمC .  
g)  احسب مساحة السطح بينC  و وx e 1وx . 

 
 

  الحل:

a) 4لدينا 1y x   أي  1مماس عند 1,3A  من الخط ومنه

(1) 3f   3بالتعويضa b   ولدينا
2

1
ln

( ) 2

x x
xf x a

x


   

(1) 4f     2ومنه 4 2a a     1ومنهb . 
b)   

2ln 2ln
( ) 2 1 2 1

x x
f x y x x

x x
       

 
ln

lim ( ) lim2 0
x x

x
f x y

x


 
   

  مقارب مائل للخطC  عند. 
2ln: الوضع النسبي

( )
x

f x y
x

  المقام موجب تماماً لذلك ندرس

 إشارة البسط:

 
                 Cتحت          فوق    

 (1,3)نقطة مشتركة         
c) g 0[على  اشتقاقي, [ : 

22 4 2
( ) 4

x
g x x

x x


        نجعل( ) 0g x   1ومنه

2
x  

  1 1
( ) 1 2 2ln 3 2 ln1 ln 2
2 2

3 2ln 2 3 ln2

g      

   

  

 
,0[من  xالاطراد نجد مها يكن جدول من  [ فإن 

 1
( ) ( ) 3 ln2 0

2
g x g    

d) 
2

2 2 2 2

1
ln

1 ln 2 2ln ( )
( ) 2 2 2 2

x x
x x x g xxf x

x x x x


  

        

f 0[على  اشتقاقي, [ : 
lim ( )
x

f x


  و
0

lim ( )
x

f x


  0x   شاقولي.مقارب 

2

( )
( ) 0

g x
f x

x
   

 
e)  f  0[مستمر ومتزايد تماماً على, [. 

]0, [ ] , [0 ( )f      
)للمعادلة  ) 0f x   ً0[على حلًا وحيدا, [ . 

1
2

[0 ] [ ]2 4( ,1 n ,3) l 2f   
1 يحققومنه الحل 

2
1   

f) لرسم:ا 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
g)  احسب مساحة السطح بينC  و وx e 1وx . 

 
2

1 1
1

ln1
( ) 2 ln 2 1

2

e
e e x

S f x y dx x dx
x



 
     

  
  

2ليكن التابع  [17]
( )

(2 1)(2 1)
f x

x x




 
)و  )nx f n 

a)  جد,a b  :( )
2 1 2 1

a b
f x

x x
 

 
 . 

b)  0ليكن 1n nS x x x    عبِّّرْ عن .nS  بدلالةn . 
c)  0استنتج نهاية المتتالية( )n nS . 

  الحل:

a)            2

(2 1)(2 1) 2 1 2 1

a b

x x x x


 

   
  

2 (2 1) (2 1)

(2 1)(2 1) (2 1)(2 1)

a x b x

x x x x

   


   
 

2 (2 1) (2 1)a x b x     

0

( )

( )

x

f x

f x



   

  

0 1

( ) 0

x

f x y

 

  

1
0

2

( ) 0

( ) 3 ln2

x

g x

g x



  



x

y

O 1

1
f

: 2 1

0 1

1 3

y x

x

y

  
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1بفرض 

2
x :1a    1وبفرض

2
x   :1b . 

1 1
( )

2 1 2 1
f x

x x
  

 
 

b)  0 1 2n nS x x x x     . 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 3 3 5 2 1 2 1

1
1

2 1

nS
n n

n

       
                   

         

 


 

c)  1
lim lim 1 1

2 1
n

n n
S

n 

 
   

 
 

 الجملة  حل [18] 2 2 2,(ln ) (ln ) 10xy e x y    
  الحل:

2
2

2 2(ln ) (ln ) 10

e
xy e y

x

x y


  


  

⑴

⑵

 

 نجد ⑵في  ⑴نعوض 
2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

3 3

3 3

(ln ) (ln ) 10 (ln ) (ln ln ) 10

(ln ) (2 ln ) 10 (ln ) 4 4ln (ln ) 10

2(ln ) 4 ln 6 0 (ln ) 2ln 3 0

(ln 3)(ln 1) 0

ln 3 ln 1

1 1

1 1
{( , ),( , )}

e
x x e x

x

x x x x x

x x x x

x x

x or x

x e y or x y e
e e

S e e
e e

     

       

      

  

  

     



 

3 ليكن [19] 2( ) 2 4 5P x x x x   . 
a) ماذا ل( )P x  يكتب بالصيغة( ) ( 1) ( )P x x Q x    حيث( )Q x  كثير

 حدود من الدرجة الثانية.
b)   حل المتراجحة( ) 0P x .   
c)  2 المتراجحة حلاستنتج 2ln( ) ln(2 4) ln( 5)x x x    
  لحل:ا

a)  (1) نلاحظ أن 0P   هو جذر لكثير الحدود  1أي( )P x  ومنه
( )P x  يكتب بالصيغة( ) ( 1) ( )P x x Q x    حيث( )Q x  كثير حدود من

 الدرجة الثانية.
3 2

2( ) 2 4 5
( ) 2 5

1 1

P x x x x
Q x x x

x x

  
    

 
 

b) ( ) 0P x   3  ومنه 22 4 5 0x x x    ومنه 
   21 2 5 0x x x    

22نلاحظ ان  5 0x x    0لان  لذلك 
1 0x    1ومنهx   ومنه] ,1]S    

c) 2 2ln( ) ln(2 4) ln( 5)x x x    
0xشرط الحل   2و 5 0x   22و 4 0x  محققان دوماً ومنه. 

]0, [E  . 
2 2

2 2

2 2

ln( ) ln(2 4) ln( 5)

ln( )(2 4) ln( 5)

( )(2 4) ( 5)

x x x

x x x

x x x

   

  

  

 

3 2

3 2

2 4 5

2 4 5 0

( ) 0

x x x

x x x

P x

  

   



 

[نقاطع الحل  ,1]S    0[رط الحلمع ش, [E   
]0,1]S   

}\المعرف على  f ليكن [20] 1}  :وفق( )
1

x
f x

x



. 

a) جد( )f x  واستنتج مشتقln ( )f x ومشتقcos
( )

cos 1

x
g x

x



 . 

b)  جدlim ( )
x

f f x


و    
2

lim ( )
x

x
f x


. 

c) مجالا  أوجدI  إذا انتمى  الشرطيحقق  1مركزهx  إلى المجالI ،
)انتمى  )f x  0.4,0.6[إلى المجال[. 
  الحل:

a) 
   

2 2

1 1
( )

1 1

x x
f x

x x

 
  

 
  

 
   2

1 1 1 1
ln ( ) ( )

( ) 11
1

f x f x
xf x x xx
x

    




 

 

 
 2

cos
( ) (cos ) ( ) (cos ) sin

cos 1

1
( ) sin

cos 1

x
g x f x g x f x x

x

g x x
x

     


  


 

b)    
1

1
lim ( ) lim ( ) lim

2x x X
f f x f f x f X

  
   1n   

 

2

2 2
2

2 1 1
ln 1 2 ln 1

1 1

1 1
ln 1 ln 1

1 21 1
2

11 1

1

1
0

1

lim ( ) lim lim 1 1
1 1

1
lim 1 lim lim

1

lim lim

x

x x
x

x x x

x
x

x x

x x x

xx x
x

x x

x

x

x

x x
f x

x x

e e
x

e e

  

    
    

    

  

    
   

     

 








   
      

    

 
    

 

 
 

1
2 1 21x e e




   

. 

c) 0.4 ( ) 0.6f x   0.4ومنه 0.6
1

x

x
 


  

1نقسم قسمة اقليدية 
0.4 1 0.6

1x


  


  

1نجد  1نطرح 
0.6 0.4

1x


   


  

نجد  1نضرب بـ 
1

0.6 0.4
1x

 


  

10نقلب الطرفين 10
1

6 4
x    4 نجد 1نطرح  ثم 6

6 4
x  

2نختصر 3

3 2
x   2ومنه 3

] , [
3 2

x . 
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)وفق  المعرفة على  fالخط للدالة  C ليكن [21] ) xf x xe 
a) من المرتبة أن المشتق  أثبتn حيث n  يعطى بالعلاقة 

     n xf x x n e   ثم أوجد   10
f x 

b) تغيرات  ادرسf  مقارب خطه البياني  اكتب ونظم جدولا بها و 
c) ارسم C.  وناقش بيانياً حلول المعادلة( )f x k. 
d)  البياني  الخطاستنتج رسمC  للتابع( )

x

x
k

e
x . 

e) جد( )x لمعادلة ا حلول: 2 0E y y  . 
f)  جد الحل( ) ( ) xh x ax b e   للمعادلة: 2 xE y y xe   . 
g)  احسب مساحة السطح المحصور بينC  وOx  1وx  . 
h)  ًأصلياً جد تابعا F  للتابع 

2
( ) ( )g x f x  بالصيغة  على

2 2( ) ( ) xG x ax bx c e   
i) المجسم الناتج عن دوران المنطقة السابقة حول محور  حجم أوجد

 .دورة كاملةالفواصل 
  الحل:

a)  بالتدريج        ذلكنثبت       n xE n f x x n e   
                               1

1 1
n xE n f x x n e


     
نثبت صحة  1E    :       1

1 1 xE f x x e   
   1 xf x x e   .محققة 

نفرض صحة  E n  ونثبت صحة 1E n : 
     n xf x x n e  

نشتق الطرفين        n xf x x n e
   

ومنه       1
1

n x x xf x e x n e x n e E
         

ومنه  1E n   صحيحة فتكون E n  صحيحة من أجل 
     10

10 xf x x e  
b)  lim ( )

x
f x


  وlim ( ) 0

x
f x


  0ومنهy  عند مقارب .  

   1 xf x x e    نجعل( ) 0f x   1ومنهx    ومنه
1

( 1)f
e


  :ومنه جدول التغيرات الآتي 

1

( ) 0

1
( ) 0

x

f x

f x
e

  

  








 

c)  :الرسم 

 
 

)حلول المعادلة  مناقشة )f x k: 
1

k
e

    لا يوجد حل 
1

0k
e

   حلان مختلفان 
1
, 0k k

e


    حل وحيد 

d)   ( )( ) x x

x

x
k xe xe f x

e
x        . 

 بالنسبة للمبدأ. fهو نظير الخط البياني للتابع  kللتابع  C الخط
e) لمعادلة ا  حلول: 2E y y   :هي 

2( ) :xx ke k  
f)  الحل( ) ( ) xh x ax b e  لمعادلة يحقق ا: 2 xE y y xe     

) ومنه ) 2 ( ) xh x h x xe    
)ومنه  ) 2( )x x x xae ax b e ax b e xe     

2نجد  xeنقسم على  2a ax b ax b x     :بالمقارنة 
1

2 1 3 1
3

1 1
2 0 3 0 3 0

3 3

a a a a

a b b a b b b

     

           

 

1ومنه  1
( ) ( )

3 9

xh x x e  

g) 
0 0

1 1

0 ( ) xS f x dx xe dx
 

      

1

x

x

u x v e

u v e

  

   
 
0

0 0

1 1
1

2
1x x x xS xe e dx xe e

e 


               

h) لدينا    
22 2 2( ) ( ) x xg x f x xe x e    

2و 2 2( ) (2 ) 2( )x xG x ax b e ax bx c e       ومنه 
( ) ( )G x g x  :بالتعويض 

2 2 2 2 2(2 ) 2( )x x xax b e ax bx c e x e      
 يكون  2xeبالقسمة على 

2 22 2 2 2 0 0ax b ax bx c x x       
1بالمقارنة: 1 1

, ,
2 2 4

a b c     ومنه  

i)   الحجم 
 

 

0
2

1

0
0

1

1

2

( )

( ) ( )

5

4 4

V f x dx

g x dx G x

e





 









 

 



 

 

x

y

O 1

1

1

1

e


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[22] f0[المعرف على, [I    وفق 
1

2 2lnf x x
x

 
   

 
 

a)  برهن  2 2 2 lng x x x x x   لـ  أصلي  تابعf  علىI  
b) ناتج جد 

1

1
2 2ln

e

I x dx
x

 
   

 
 . 

  الحل:

a) g  على اشتقاقي 0 ,  
 

1
2 2 2ln 2 2 2 2ln 2

1
2 2ln 2 2ln ( )

g x x x x x x
x

x x x f x
x

         

    

 

على  fللتابع أصلي   تابع gومنه  0 ,. 

b)  
1

1 1

2

1
2 2ln ( ) ( )

( ) (1) 1

e e
e

I x dx f x dx g x
x

g e g e

 
    

 

   

  

 :ناتج كل مما يأتيجد  [23]

1 0

3 2

2

2

2 0

1 ln
1 cos

2 1
3. 1

1

e
x

I dx I x dx
x

x
I dx I x x dx

x




  


  



 

 

1. 2.

4.

 

  الحل:

1)  
 

2

1 1
1

1 ln1 ln 1 1 3
1 ln 2

2 2 2

e
e e xx

dx x dx
x x

 
      

  
  

2) 

2

0 0 0

0

1 cos2 2sin 2sin

2cos 2cos 2cos0 2 2

x dx x dx xdx

x

  





  

        
   

   

3)  
3

2

2

2 1

1

x
dx

x



: 

   

   

   

   

   

2

2 1 2 1

1 1 1 11

1 12 1

1 1 1 1

2 1 1 1

x x a b

x x x xx

a x b xx

x x x x

x a x b x

 
  

   

  


   

    

 

1xبفرض  :1
2

a   1وبفرضx   :3

2
b . 

 

   

   

2 1 2

2 2 2

0 0 1

1 21 2 4 4
3 3

0 1 0 1

1 1 1 (4

1 1
4 4

1 16 1 7
1 2 1

4 4 4 2

x x dx x x dx x x dx

x x
x dx x dx x x

     

   
            

   

      
            
      

  

  

I*المعرف على  fنتأمّل التابع  [24]  :وفق 
2(1 ln ),

( )
0, 0

0x x x
f x

x

 
 



. 

a)  هلf  0مستمر عند. 

b)  هلf .اشتقاقي عند الصفر من اليمين 
 :الحل 
a) f  (0)لان  0مستمر عند 0f  

 2 2

0 0 0
lim ( ) lim (1 ln ) lim ln 0
x x x

f x x x x x x x
    

      

0
lim ( ) 0
x

f x


  أي
0

lim ( ) (0) 0
x

f x f


  

b) 
2

0 0

0 0

( ) (0) (1 ln )
lim lim

lim (1 ln ) lim( ln ) 0

x x

x x

f x f x x

x x

x x x x x

 

 

 

 

 


    

 

 .اشتقاقي عند الصفر من اليمين fنستنتج أنَّ 
 ويوجد نصف مماس افقي عند الصفر من اليمين. 

[25] f  1بالصيغة   \{1}المعرف على

1
( ) exp

x

x
f x

 
 

 
  

a) تغيرات  ادرسf .وارسم خطه البياني 
b)  2ادرس اطراد المتتالية( )n nu   المعرفة وفق( )nu f n 

   الحل:

a) 1lim ( )
x

f x e
 




 1وlim ( )

x
f x e

 




و

1
lim ( )
x

f x


  

و 
1

lim ( ) 0
x

f x


 1 لان
lim 1

1x

x

x


 


1و 

lim 1
1x

x

x


 


 

و
1

1
lim

1x

x

x



 


و 

1

1
lim

1x

x

x



 


 

1yومنه  e  مستقيم مقارب للخط البيانيC  للتابعf . 
1xو    مقارب للخط البيانيC  نقطة مقاربة. (1,0)والنقطة 

ولدينا 
1

1
2

2
( ) 0

(1 )

x

xf x e
x



  


  

 
 

 
 
 
 
 

 
 

b)  لدينا 
1

1
2

2
( ) 0

(1 )

x

xf x e
x



  


متزايد تماماً  fوبالتالي التابع  

)2ومنه المتتالية  )n nu  .ًمتزايد تماما 
 

 

1 1

1

( )

( ) 0

x

f x

f x e e 

 

  



x

y

O 1

e

1/e
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 لمادة الجبر ورقة عمل
)2 احسب [1] 3 3 )i  :22ثم حل (3 3 ) 4 0z i z   . 

 الحل :         
2( 3 3 ) 3 6 3 9 6 6 3i i i               

     

2

2
2

1

2

2 (3 3 ) 4 0

2 , 3 3 , 4

4 3 3 4 2 4 6 6 3

3 3

3 3 3 3 3 1

4 2 2

3 3 3 3
3

4

z i z

a b i c

b ac i i

i

i i
z i

i i
z i

   

   

        

  

    
  

   
   

 

)النقاط  مجموعةمثّل  [2] )M z  :ثم جد معادلتها التي تحقق 

a) 
arg( )
2

z. 

b) 2
6Re 0z z  

c) 3 2z i z i   . 
d) 3 2 3 2iz i i    

  الحل :
a)   نصف المستقيم الذي معادلته هي نقاط المجموعة 0x  مع

 0y . .ًأو مجموعة الاعداد التخيلية الموجبة تماما 
b) 2

6Re 0z z  2تعطي 2 6 0x y x    
2ومنه  2( 3) 9x y   

)تمثل دائرة مركزها  Mمجموعة النقاط 3,0)  3ونصف قطرهاR   . 
c)                      3لدينا 2z i z i    

   3 2z i z i     
, بفرض 3 2A Bz i z i     

                      
M A M B

AM BM

z z z z

z z

AM BM

  





 

تمثل مستقيم هو محور للقطعة المستقيمة  M النقاطمجموعة  AB  
 كتابة المعادلة:

     

 

         

 

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

, , 0,1 , 3,2

:

: 1 3 2

: 2 1 6 9 4 4

: 6 2 12 0

: 3 6 0

M x y A B

d AM BM

d x y x y

d x y y x x y y

d x y

d x y





     

        

   

  

 

 
 

d)  

 

 

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2 ; 3 2

9 4

13

13

C

c

CM

iz i i

i z i i

i z i i z i

z z

z

CM

   

   

     

  





 

13Rونصف قطرها  Cتمثل دائرة مركزها  Mمجموعة النقاط   .
 كتابة المعادلة:

   

   

   

2 2

2 2

, , 2,3

13

2 3 13

2 3 13

M x y C

CM

x y

x y





   

   

 

|يحققان  uو zالعددين  ليكن [3] | 1z  و| | 1u  1وzu  .  
أثبت أنّ  

1

iu iz
A

zu





 عددٌ تخيلي بحت. 

 الحل :

    
 

1 1
| | 1 ,| | 1

1 1 11 1

u u z z
u z

i i iz iu
iz iuiu iz u z zuA A

zu zuzu

zu zu

     

 
    

     
  

  

 عددٌ تخيلي بحت. Aومنه 
:  ليكن [4]  4 3 26 24 18 63P z z z z z     . 
a)  أحسب 3P i  واستنتج جذرين للمعادلة  0P z  . 
b)  جدa ،b وc :بحيث    2 23P z z az bz c   . 
c) المعادلة ذات المجهول في  حلz  :  0P z . 

     الحل :
a)      4 3 26 24 18 63P z z z z z     

         
4 3 2

3 3 6 3 24 3 18 3 63

9 18 3 72 18 3 63 0

P i i i i i

i i

    

     
 

 هو جذر للمعادلة  3iوبالتالي 
 . 3iل الآخر هو مرافقه وبما أنّ الثوابت حقيقية فإنّ الح

b)        
 

 
2 2 2

2
3

3

p z
p z z az bz c az bz c

z
       


  

نقسم قسمة اقليدية على  2 3z : 
 

 
 2

2
6 21

3

p z
z z

z
  


 

   2 2 6 21 1, 6, 21az bz c z z a b c          
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c)  ان حل المعادلة  0P z  : يكافئ حل 
   2 2

2

2

2 2

2

2

3 6 21 0

3 0

3

3

3 , 3

6 21 0

1 , 6 , 21

4 36 84 48<0

z z z

z

z

z i

z i z i

z z

a b c

b ac

   

 

 



   

  

   

      

  

 حلان عقديان مترافقان : للمعادلة
6 4 3

3 2 3
2 2

3 2 3

b i i
z i

a

z i

   
   

 

 

 3 , 3 ,3 2 3 ,3 2 3S i i i i      
 :الممثلة للاعداد العقديةCو  Bو  Aالنقاط  لدينا [5]
 3Az i  3وBz i  3و 3Cz i . 
a)  العقدي  العدداكتبC A

B A

z z

z z




 بالشكل الجبري ثم بالشكل الأسي  

b)  استنتج طبيعة المثلثABC. 
c)  عيّن مجموعة النقاط التي تجعلC

B

z z

z z




تخيلياً بحتاً ثم جد  

 معادلتها. ثم حقيقياً ثم جد معادلتها.
 الحل :

a) 3:       جبري ال 3 3 2 3
3

23 3

C A

B A

z z i i
i

z z ii i

   
  

   
 

23                            الأسي :    3
i

C A

B A

z z
i e

z z




 


  

b)  

   

23 3

3 arg 2
2

AC AC

AB AB

i
AC AC

B A AB

zz z
i ez z z

z zAC
k

AB z z

AB AC







  



 
     

 



    المثلث ABC  قائم فيA . 
c)  يكون C

B

z z

z z




 تخيلي بحت :    

0 0 3 3C
c c

B

z z
z z z z i

z z


        


 اما

 . Czمجموعة النقاط تمثل نقطة وحيدة هي  
arg 2 ,

2

M C

M B

z z
k k

z z




 
     

 
 أو 

   arg
2

CM

BM

z
CM BM

z

 
      

 

  

مجموعة النقاط تمثل دائرة قطرها  BC محذوفاً منها B لأن Bz z. 
مركزها منتصف  معادلة الدائرة : BC2 3

2

A B
I

z z
z


   ونصف

12قطرها : 4 16
2

2 2 2 2

BC
ZBC

r


      

                        
2 2

2 3 4x y    

Cيكون  

B

z z

z z




 حقيقي :    

 0 0 3 3C
c c

B

z z
z z z z i

z z


        


 إما 

 . Czمجموعة النقاط تمثل نقطة وحيدة هي  

 arg 0 2 ,M C

M B

z z
k kأو

z z
 

 
    

 
 أو 

                  arg 0CM

BM

z
و أ

z


 
   

 

  

BM,ومنه الشعاعين  CM  مرتبطين خطياً وتوجد نقطة مشتركة فالنقط
 على استقامة واحدة .

تمثل المستقيم  Mوبالتالي مجموعة النقاط  BC محذوفاً منها B لأن 
Bz z. 

 : معادلة المستقيم
   

2 1

2 1

: ; 3, 1 , 3 3,1

3

3

y ax b B C

y y
a

x x

   


  



  

 
3

: ; 3, 1 2
3

y x b B b         

                  3
: 2

3
y x     

1 نضع [6]
1

iz
w

iz





zحيث   i   ّونفترض أنz x iy  . 

a) المعادلة  حلw i.  اكتبو w الجبري  بالشكل. 
b) أنّ مجموعة النقاط  أثبت( )M z  التي يكون عندهاw  ًتخيلياً بحتا

 هي دائرة محذوف منها نقطة.
  الحل :

a)                         
1 1

1 1

iz iz
w i

iz iz

 
  

 
 

 

1

1

1 1

1 1

iz z i

iz z i

z i i

z z

   

  

  

  

 

 :  كل الجبري بالش wكتابة 
zبفرض  x iy   z x iy   
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 

 

   

   

 

 

   

2 2

22

2 2

22

2 2

2 22 2

1

1

1

1

1

1

1 1

1 1

1

1

1 2

1

1 2

1 1

iz
w

iz

i x iy
w

i x iy

ix y
w

ix y

ix y ix y
w

ix y ix y

x xyi ix xyi y y ix y
w

x y

x y xi
w

x y

x y x
w i

x y x y






 


 

 


 

    


    

       


 

  


 

 
 

   

 

b)  يكونw  ًعندما ينعدم القسم الحقيقي  بحتاً  تخيليا 

 

2 2

22

1
0

1

x y

x y

 


 
2 ومنه  2 1 0x y    

2        ومنه 2 1x y   
)ط مجموعة النق )M z  التي يكون عندهاw  مركزها تخيلياً بحتاً هي دائرة

 0,0  1ونصف قطرهاr  0)نهام اً محذوف, 1)   لانz i  
نقاطاً تمثّل بالترتيب الأعداد  Mو Cو Bو A النقاطلتكن  [7]

1a i   1وb i  2وc i 1وm i  . 
a)  وضّع النقاطA وB وC وM  متجانس. في مستو مزوّد بمعلم 
b)  جدd  الذي يمثلD  صورةC وفق دوران مركزهO  وزاويته

2

 

c)  ّأثبت أن, ,O B M .على استقامة واحدة 
d)  احسبarg

c d

m

 
 
 

)ثم استنتج   ) ( )OM DC. 

e)  جدn  الذي يمثلN التي تجعلAOND مربع. 
f)  جدg  الذي يمثلG  مركز ابعاد( ,4),( , 8),( , 4)A B C . 
g)  جدe  الذي يمثلE  صورةA  وفق تحاك مركزهB  2ونسبته. 
h)  جدt  الذي يمثلT  صورةA  انسحاب بالشعاع وفقDC 

  الحل :

a)        1, 1 , 1, 1 , 0,2 , 1,1A B C M     
 
 
 
 
 
 
 
b)                       i

w wz z e z z    

                2 2 2
i

d e c i i


     

c)     
 

1 , 1

1
arg arg arg 1 0 2

1

OB OM

OB

OM

z b o i z o m i

z i
k

z i


       

   
          

  

OM,الشعاعينومنه  OB  طة مشتركة فالنقط مرتبطين خطياً وتوجد نق
, ,O B M .على استقامة واحدة 

d)                                       
2 2

arg arg
1

c d i

m i

    
   

    
 

   

   
 

2 2 1
arg arg 2 2

1 1 2

i i
i k

i i




   
           

           

                 OM CD   

e) AOND فهو متوازي أضلاع  مربع 

1 2 1

AO DN
z z

o a n d

i n n i



  

      

 

f) 
4 8 4 4 4 8 8 8 12 4

4 8 4 8 8

a b c i i i i
g

        
  

   
  

3 1

2 2
g i  

g)                             w wz z k z z    

 

 1 2 1 1

3

e b k a b

e i i i

e i

  

      

   

 

h) 
DC

t a z   1ومنه 2 2 1t i i i       

51العدد بالشكل الأسي  اكتب [8]
i
e



  ثم احسب المجموع
2 3 4

5 5 5 51
i i i i
e e e e

  

    .واكتب الناتج بالشكل الأسي 
 الحل :

 5 5 10 10 10 10 10

10

4 2

10 10 5

1
1 1

2 sin 2sin 2sin
10 10 10

i i i i ii i

i

i i i

e e e e e e e

e

e i e e

 
    



  
  



 

   
           
    

    

 

 حساب المجموع :

                 
         

2 3 4
5 5 5 5

5 5 5 5 5

0 1 2 3 4

1
i i i i

i i i i i

e e e e

e e e e e

  

    

   

   
 

متوالية من متتالية هندسية اساسها  ان هذا المجموع هو مجموع من حدود
5
i

q e


 : 1وحدها الأولa   5وعدد الحدود   

   5

5 5

5

2

5
2

5

1 11 2

1 1 1

2 1

sin2sin
1010

i
n

i i

i

i

ea q
S

q e e

e

e



 



  

 
   

  
  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
A  B  

C  

M  
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اوي مثلّثاً متس ABC ليكن [9]
. ننشئ خارجه Aالساقين، رأسه 

مثلثين قائمين ومتساويا الساقين 
ABJ وACF ليكن معلماً متجانسا .

 .Aمباشرا مبدؤه 
a) جد بدلالة b وc  العددينj 
 . fو
b) العدد اكتب f b

c j




 بالشكل الجبري. 

c)  أثبت أنJC BF وأن ،( )CJ و( )BF .متعامدان 
d) ن أ نفترضA  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة

( ,1) ,( ,1),( ,2),( ,2)B C F J  احسبc

b
. 

  الحل :

a)  معلماً متجانسا مباشرا مبدؤه  دينالA   0Az   

J صورةB  وفق دوران مركزه A  وزاويته
2


  

2
i

j e b ib


  

F صورةA  وفق دوران مركزه A  وزاويته
2


  

2
i

f e c ic




   

 

b)   
b

i c
i c ibf b ic b i

i
c j c ib c ib c ib

 
        

    
   

 
c)  

 

   

1 ( , ) arg

arg 2
2

BF BF

JC JC

BF

JC

zf b
izc j

z zBF
i BF JC

JC z z

BF JC i k

BF JC





 



 
      

 
 

     



 

d) A الأبعاد للنقاط المثقلة  مركز( ,1) ,( ,1),( ,2),( ,2)B C F J 

   

   

   

1 1 2 2

6

2 2 0

2 2 0

2 2

1 2 1 2

1 2 1 21 2

1 2 1 2 1 2

3 4 3 4

5 5 5

B C F J
A

z z z z
z

b a c a f a

b c ic ib

b ib c ic

b i c i

i ic i

b i i i

i
i

  


     

   

   

   

  
 
     


  

 

S{0,3,5,6,8,9}  المجموعة لتكن [10] . 
a) ؟خاناتالأعداد المكونة من ثلاث  عدد ما 
b) مختلفة مثنى؟ خاناتالأعداد المكونة من ثلاث  عدد ما 
c) ؟خانات مجموعها فرديالأعداد المكونة من ثلاث  عدد ما 
d) عدد الأعداد المؤلفة من ثلاث خانات مختلفة  وكل عدد منها من  ما

 ؟600وأصغر من  5دد مضاعفات الع
  الحل :

a)                      
5 6 6 180  

  

b)                     
5 5 4 100  

  

c) مجموع ثلاث خانات : ملاحظة : 
 ز + ز + ز = ز          
 ف ز + ز + ف =         

 ز + ف + ف= ز         
 ف ف +ف + ف =         

  Even:زوجي,   odd:فردي

 
3 3 3 3 3 3 2 3 3 2 3 3 90

O O O O E E E O E E E O

           
  

d)                         
0,53

1 4 2 8  
أو   

05

1 4 1 4  
  

8ومنه عدد الطرق هو  4 12  

1جد أمثال الحد  [11]

y
في منشور  

8

2

i
y

y

 
 

 
 .وهل هو حقيقي 

  الحل :

 
8

2

8

n r r

r

r

r

r

n
T a b

r

i
T y

r y





 
  
 

  
   
   

 

     

   

8 2

8 3

8

8

r r r

r

r r

r

T y i y
r

T y i
r

 



 
  
 

 
  
 

 

11الحد الذي يحوي 
y

y

: هو عندما 

        
   

3 1

3

8 3 1

9 3

3

8 56

3

r

r

r

i
T i y

y



  





  
   

 

  

 والعدد ليس حقيقي بل تخيلي بحت.
 

JF

A

BC N
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في معلم متجانس  [12]
( , , )O OA OC،ABCDEFGH 

مرسوم في دائرة نصف منتظم  مثمّن
 .1 يساوي  قطرها

a) يمكن أن  التي ما عدد المثلثات
 ؟عليها ورؤوسها من رؤوس المثمن نحصل

b)  ا ورؤوسها عليه يمكن أن نحصل الرباعيات التيما عدد
 ؟من رؤوس المثمن

c)  عليها وطرفيها  يمكن أن نحصل الدائرة التيما عدد أقطار
 ؟من رؤوس المثمن

d)     ما عدد أقطار المثمّن؟ 
e) عليها ورؤوسها من  يمكن أن نحصل التي ما عدد المثلثات

,النقاط  , , , , , , ,A B C D E F G H O؟ 
f)  ا عليها ورؤوسه يمكن أن نحصل التيما عدد المستطيلات

 ؟من رؤوس المثمن
g)  عليها  يمكن أن نحصل التيما عدد المثلثات القائمة

 ؟ورؤوسها من رؤوس المثمن
h)  عليها  يمكن أن نحصل التي منفرجةما عدد المثلثات

 ؟ورؤوسها من رؤوس المثمن
i)  عليها  يمكن أن نحصل التي حادة الزواياما عدد المثلثات

 ؟ورؤوسها من رؤوس المثمن
j) ية لتكن الاعداد العقد, , , , , , ,a b c d e f g h  التي تمثل

,النقاط  , , , , , ,A B C D E F G H  .جد بالشكل الجبري بالترتيب
,الاعداد العقدية  , , , , , ,a b c d e f g h. 

  الحل :

a) 
8 8 7 6

56
3 3 2 1

   
  

  
 . 

b) 
8 8 7 6 5

70
4 4 3 2 1

    
  

   
 

c) في حالة عدد اضلاع المضلع المنتظم زوجي يكون 

8
4

2 2

n
 . 

d) المثمن  أقطار عدد  المستقيمةعدد القطع    عدد
 أضلاع المحيط

               8
8 28 8 20

2 2

n
n

   
         

   
         

e) نقاط واقعة على  ثلاثنقاط ولكن لا يمكن أن نأخذ  9 لدينا
استقامة واحدة وتكون في أربع حالات  

9 9 8 7
4 84 4 80

3 3 2 1

   
     

  
 . 

f) 
4 4 3

6
2 2

  
  

 
 

g)  و رأس  4مثلث قائم نحتاج الى قطر دائرة وعددهم  لتشكيل
 مةومنه عدد المثلثات القائ 6من الباقي وعددهم 

4 6
24

1 1

  
  

  
  

h)   كل رأس يصلح لكي يكون رأس لثلاثة مثلثات منفرجة
عدد الزاوية وتكون الزاوية المنفرجة في ذلك الرأس ومنه 

3عليها  يمكن أن نحصل التي منفرجةالمثلثات  8 24  
i)  56عدد المثلثات الحادة هو 24 24 8  . 
j) 360ثماني منتظم فتكون قياس الزاوية المركزية  مضلع 

4أي  .8مقسوما على 
  الاعداد العقديةومنه 

4

1, 1,

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

i

a e c i

b e i

d i

h i

f i

g i



   

  

  

 

  

 

 

A

B

C

D

E

F
G

H

O
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 أثبت [13] 3 1
sin 3sin sin3

4
x x x   ثم جد

/2

3

0

sin x dx



 .

ثم جد 
30

sin3 3sin
lim
x

x x

x

. 
 تاج العلاقة :استن    الحل :

 

 

 

  

 

 

3

33

3

3 3

3 3

3

sin sin
2

1

8

1
sin 3

s

sin sin3

8

1
3 3

8

1

4

3

1
2 in3 6 sin

8

ix ix

ix ix

i x ix ix i x

i x i x ix ix

e e
x x

i

e e
i

e e e e

x

i

e e e e
i

i x i x
i

x x





 

 

 
   

 


 


   


   


 

 

 

 حساب التكامل :

              

 

 

/2 /2

3

0 0

/2
2

00

sin

3 1 8 2
0

4 12 12 3

1
3sin sin3

4

3 1 3 1
sin sin3 cos cos3

4 4 4 12

x xxdx dx

xdx x

 








  



 
  
 

 
     

 

 

 

 حساب النهاية :
من العلاقة : 3 1

sin 3sin sin3
4

x x x   
3

3

4sin 3sin sin3

sin3 3sin 4sin

x x x

x x x

 

  
 

 نعوّض بالنهاية :
3 3

30 0

3sin sin
l 4

3sin 4s
im i 4

in
l m

x x

xx x

xx

x

 

  
    



 
 

 لأنّ :
0

sin
lim 1
x

x

x
 

[14] A وB مرتبطين بتجربة عشوائية  حدثين
 معروضة بالمخطط الشجري المجاور. 

a)  عيّن الاحتمالات( )P A  و( | )P B A  
P)(و A B و)(P B. 
b)  كيف نختار قيمةp  ليكون الحدثانA وB   احتمالياً؟ مستقلين 
c)  احسبp   1إذا علمت أن

4
( )P B  

  الحل :

a)                                           
1 3

( ) 1
4 4

P A    

1 2
( | ) 1

3 3

(

(

1 1 1
)
4 3 12

1
)( (

3
) )

12 4

B

B B B p

P B A

P A

P P A P A

   



   

     

 

b)  ّالحدثانبما أن A وB   ًمستقلين احتماليا  
     P A B P A P B   

1 1 1 3

12 4 12 4

1 3
1 3

12 4

1 9
1

4 4

3 1
4 1 9 3 9

9 3

P

P

P

P P P

 
   

 

 
   

 

 

      

 

c)                             
1 3

)
12

(
4

B pP   

                              

1 1 3

4 12 4

3 1 9

2
2 9

9

p

P

P P

 

 

  

  

,1 الأرقاملها بطاقات متماثلة  5 صندوق  يحوي  [15] 1,0,1,1  
 الإعادة مععشوائياً ثلاث بطاقات على التتالي  نسحب 

a) سحوبة يساوي إذا علمت أن مجموع أرقام البطاقات الثلاث الم
   ات مرتبة تصاعدياً؟ما احتمال أن تكون البطاق، الصفر

b) ليكنX أرقام  عدد الاصفار بينعشوائي الذي يدل على  متحول
 عين قانونه الاحتمالي و ، X، اكتب قيم البطاقات الثلاث المسحوبة

  الحل :

a)  إعادة  معات على التتالي السحب ثلاث بطاقنوع 
G :أرقام البطاقات المسحوبة يساوي الصفر مجموع 
N 0: البطاقة الأولى تحمل الرقم    

 

     



       



       

   

1, 1, 0 0, 0, 0

2 2 1 1 1 1 25
( ) 3!

3 3 3 3 3 3 27
1, 0, 1 0, 0, 0

2 1 2 1 1 1 5
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فيهما كرات متماثلة الصندوق  متماثلان صندوقان [16] I  يحتوي
الصندوق  .2,3,3كرات مرقمة بالأعداد   II   يحتوي كرات مرقمة

  .1,2,2,3بالأعداد 
أن مجموع إذا علمت  معاً  كرتينأحد الصندوقين من نسحب عشوائياً  أولًا:

السحب من الصدوق احسب احتمال أن يكون رقمي الكرتين أولياً  I . 
الصحححندوق محححن  ةنسححححب عشحححوائياً كحححر  ثانيااااً: II الصحححندوق  ونضحححعها فحححي
 I ،  الصندوق ثم نسحب كرة من I.  

a)  ياً.فرد الأرقام المسحوبة مجموع أن يكون احسب احتمال 
b) لححححيكن X  الفرديححححة  رقححححاميححححدل علححححى عححححدد الأالمتحححححوّل العشححححوائي الححححذي

)ب قانونه الاحتمالي، وجد ، واكتX. عيّن قيم المسحوبة ), ( )X X . 
نسحححححححححب عشححححححححوائياً كححححححححرتين مححححححححن الصححححححححندوق  ثالثاااااااااً: I وكححححححححرة مححححححححن ،

الصندوق  II . 
a)  زوجياً  الأرقام المسحوبة مجموعاحسب احتمال أن يكون. 
b) لححححيكن X ة مجمححححوع أرقححححام المتحححححوّل العشححححوائي الححححذي يقححححرن بكححححل نتيجحححح

ب قانونححححه الاحتمححححالي، ، واكتححححX. عححححيّن مجموعححححة قححححيم الكححححرات المسحححححوبة
 . واحسب توقعه

  الحل :

 : المخطط أولًا:
G  :«  ًمجموع رقمي الكرتين أوليا»     
I  :« السحب من الصدوق I » 
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  ثانياً:
a)  المخطط : 
E  :«  الكرة المسحوبة زوجية»     
O  :«  الكرة المسحوبة فردية » 
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  ثالثاً:

a)  الجدول: 
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