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 الهندسةاساسيات 
 حساب النسب المثلثية .1

:حالات عدةعند حساب النسب المثلثية يوجد 
 :نستعمل اليد اليسرى بالشكل: عندئذ حالة زاوية شهيرة

 
 

 

 :أو يمكن حفظ الجدول الآتي

جد ناتج ما يأتي: [1]
ⓐ

 
cos( ), sin( )

6 6
ⓑ

 
cos( ), sin( )

3 3

ⓒ
 

cos( ), sin( )
2 2

ⓓcos (0), sin(0)

 لحل:ا

...................................................................................
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...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

................................................................................... 

  القاعدتين: عندئذ نستعمل :1حالة الفرق بين البسط والمقام
4 2

,
3 3 3 3

   
    

أي بالشكل:
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

 
     

 

 
    

 

 
    








cos , sin cos , sin
3 3 3

2
cos ,sin cos ,sin

3 3 3

4
cos , sin cos , sin

3 3 3

ما يأتي: ناتججد  :1مثال
   

   

     

       

5 1 4 3
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6 6 2 3 3 2

4 1 5 3
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3 3 2 6 6 2

جد ناتج ما يأتي: [2]
ⓐ

 5 5
cos( ), sin( )

6 6
ⓑ

 4 4
cos( ), sin( )

3 3

ⓒ
 

 cos( ), sin( )
4 4

 لحل:ا
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 :البسط ضعفي المقام  أمثال يمكن أن نطرح )أو نضيف( من وإلا
 حتى نصل إلى إحدى الحالتين السابقتين:

10 4

3 3

 
  (10من 6)طرحنا      

25

6 6

 
  مرتان( 25من  12)طرحنا 

33

4 4

 
  (أربع مرات 33 من 8)طرحنا 

 جد ناتج ما يأتي: :2مثال
  

  

  

    

  

    

26 2 1
cos cos cos

3 3 3 2

51 3 2
sin sin sin

4 4 4 2

31 2
sin sin sin

4 4 4 2

 

 جد ناتج ما يأتي: [3]
ⓐ  13 13

cos( ), sin( )
6 6

 

ⓑ  35 35
cos( ), sin( )

6 6
 

ⓒ  44 44
cos( ), sin( )

3 3
 

ⓓ  
 

51 51
cos( ), sin( )

4 4
 

 لحل:ا

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................
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...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

...................................................................................

................................................................................... 

   :بسيطة مثلثية حل معادلات  .2

         sin sin 2          2   x y x y k or x y k 

 cos cos 2          2x y x y k or x y k        

 sin 0   x x k   

 cos 0  
2

x x k


    

 :حل المعادلة على المجال المعطى [4]

ⓐ 
1

cos( )
2

x   على المجال[0,2 ] 

ⓑ  
3

sin( )
2

x   على المجال[0,2 ] 

 لحل:ا
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...................................................................................
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   قوانين مثلثية: .3

 

 

cos cos

sin sin

x x

x x

 

  
 

2 2cos x  sin x 1   

sin2x  2sinx cosx  
2

2

1 cos2 2sin

1 cos2 2cos

x x

x x

 

 
 

2 2

2

cos2x   cos x-sin x

=2cos x-1


 

sin(x y) sinx cosy cosx siny

cos(x y) cosx cosy sinx siny

  

 
 

s(نستخدم:  cosإلى  sinلتحويل  s(in co
2

x x

 

c(وبالعكس n(os si
2

x x

. 

sin  احدى زاويتان متتامتان يساوي cos  .الاخرى وبالعكس 
)sinأي  )=cos( ),cos( )=-sin( )

2 2
x x x x

 
  

 .cosومتعاكسان بإشارة  sinالمتكاملتان لهما نفس  الزاويتان

)sinأي  )=sin( ),cos( )=-cos( )x x x x   
]b) –sin (a + b) + sin (a [  =  sin a cos b 

]b) –sin (a  -sin (a + b) [  =  cos a sin b 

]b) –cos (a + b) + cos (a [  =  cos a cos b 

]b) –cos (a  -cos (a + b) [    -=  sin a sin b 

2 2

2 2

1 1
tan 1  , cot 1 

cos sin
x x

x x
    

 :هندسة قوانين .4
 2  محيط الدائرة : : الدائرة .P r   2:  تهامساحو S r 
 المثلث: 

o  مساحة المثلث .  
S

2

b h
  (b ة  والقاعدh )الارتفاع 

 تساوي نصف طول القاعدة بالارتفاع. مساحة المثلثأي 

o  القائم طول ضلعي القائمتين مساحة المثلث,a b :S
2

a b


 

o  : 2مساحة المثلث المتساوي الأضلاع 3
    

4
S a   

3وطول ارتفاعه : 
    

2
h a. (a )طول الضلع. 

o كل ارتفاع هو متوسط ومنصف ومحور في المثلث متساوي الأضلاع 
o الارتفاع المتعلق بالقاعدة هو متوسط  في المثلث المتساوي الساقين

 .ومنصف ومحور
o  القطعة المستقيمة المحدودة بمنتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع

 .ي نصــــف طولهـاالثالثة وتساو 

o مجموع مربعي طولي الضلعين في المثلث القائم :فيثاغورث مبرهنة :
 القائمتين يساوي مربع طول الوتر  

o  المتعلق بالوتر يساوي نصف طول الوتر المتوسططول. 
o 22 :الكاشي علاقة 2 2 cosAa c bcb    

o المتوسط مبرهنة: 
2 2 2

2

2

22b ac
m

 
. 

o القائم:  في المثلث 
 
 
 

 
 2قائمة+  2= قائمة 2وتر

 

 ارتفاع× قائمة = وتر ×قائمة 
 :المربع طول ضلعه مساحة  المربعa  :2    S a . 
 :مستطيل طول ضلعيه مساحة  المستطيل,a b  :  S a b . 
 :مساحته نصف جداء القطرين. المعين 
 :مساحته القاعدة ضرب الارتفاع. متوازي الأضلاع 
o :مجموع مربعات أطول الأضلاع يساوي  في متوازي الأضلاع

 مجموع مربعي طولي القطرين.
 :تمر من رؤوسه دائرة وفيه ثلاثة اقطار تقسمه  المسدس المنتظم

 الى ستة مثلثات متساوية الأضلاع.
 1 شبه المنحرف : مساحة :شبه المنحرف 2    

2

b b
S h


. 

 وجوهه الستة مربعات طبوقة  :المكعب
3Vحجمه)أبعاده متساوية(   x 

26TS: ومساحته  x 
 

 :وجوهه الستة  متوازي المستطيلات
bSحجمه، مستطيلات . hV  

 مساحات أوجهه. ومساحته = مجموع

 :حجم هو مجسم وجوهه الجانبية مثلثات وقاعدته مضلع.  الهرم
bالهرم هو 

1
S . h

3
V   

 مساحة القاعدة. bSيث ح
 هو هرم جميع وجوهه  رباعي الوجوه

 مثلثات.
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 في الفراغ الأشعة  
 :والمركبات الاحداثيات .1

 في الفراغ: النقطة
متتتتتتا ا تتتتتتت ا     تتتتتت     Mإذا كانتتتتتتط ا    تتتتتت  

( , , )x y z   ا    تت   إحددثيّاتM  فتتا ا  م تت 
( ; , , )O i j k .x  ف صدددددددد  هتتتتتتتا M وy 

 M ريقمأو  ع وها  zو M ترتيبها 
 الشعاع في الفراغ:

  نكتب م كبات ا شماعu الآ ي  لبأحد الأشكا: 

 , ,u x y z  أوu xi y j zk    أو
x

u y

z

 
 
 
  

 

  ن تكا )ا    تا , , ), ( , , )A A A B B BA x y z B x y z  ع دئذ  كون م كبات
)ها  ABا شماع  , , )B A B A B AAB x x y y z z    

ABويكون  BA . 
 طويلة الشعاع:

 أو نظيُ  ا شماع  طوي   ا شماعu  با ه )ا ذي م ك  , , )a b c  با ملاق: 

2 2 2u a b c   
  ا بمد بيا ن  تيا,A B : يعطى بالعلاقة 

 2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB AB x x y y z z        

 

ها: AB م تصف ق م  م تقي   I ا      إحداثيات

 

( , , )
2 2 2

B A B A B Ax x y y z z
I

   
 إحداثيات G م كز ث ل ا  ث ث ABC :ها 

( , , )
3 3 3

A B C A B C A B Cx x x y y y z z z
G

      
,1,2)نتأملُ ا   اط   :1مثال 3)A  و( 1,3,3)B  4)و, 1,2)C  . 
ⓐ بات اح ب ]ا   تقي   وطول ا   م    AB ا شماع م ك  ]AB  
ⓑ جد I  م تصف إحداثيات[ ]AC  وإحداثيات م كز ث لABC 

  :1الحل

ⓐ( 2,1,6)AB   4و 1 36 41AB AB       

ⓑ 5 1 1
, , , ,

2 2 2 2 2 2
A C A C A Cx x y y z z

I I
     

   
  

 
4 4 2

( , , ) ( , , )
3 3 3 3 3 3

A B C A B C A B Cx x x y y y z z z
G G

     
 

,2)وA(3,5,2)ا   اط   دي ا [1] 1,3)B  0)و, 2,2)C و( 2,5,1)D . 
ⓐ بات اح ب  . CDو ABالأشم   م ك 
ⓑ ا   تقي   اطوال ا   ع  اح ب[ ]AB و[ ]CD . 
ⓒ  جد إحداثياتI وJ    م تصتات ا   ع ا   تقي[ ]AB و[ ]CD. 
ⓓ  جد إحداثيات م كز ث ل ا  ث ثABC. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 تساوي شعاعين:
  ا توازي( شماعيا إذا كان  ه ا نتس ا  ول وا جه  ا   ح  يت اوى( 
 « AB CD»      يكافئ«ABDC متوازي أضلاع» 

,1,2)ا   اط نتأملُ  :2مثال 3)A  و( 1,3,3)B  4)و, 1,2)C  .
   Dمتوازي أضلاع. اح ب إحداثيات  ABCDن  ً   جمل  Dو تكا 

 م كز متوازي الأضلاع. Iث َّ اح ب إحداثيات 
AB  متوازي أضلاع إذا كان ABCDيكون  :2الحل DC . 

4 2

1 1

2 6

x

y

z

    
   
  
   
      

6xبا   ارن       2وy     4وz  

أي  6, 2, 4D  . 

  هو م تصف Iم كز متوازي الأضلاع  AC5 أي 1 1
, ,

2 2 2
I
 

 
 

  

O
i

j

k

M

M

z

x

y
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    نت ضها شماعي    ح ق علاق  لإيجاد احداثيات ن( , , )x y z. 
,2)وA(3,5,2)ا   اط   دي ا [2] 1,3)B  0)و, 2,2)C و( 2,5,1)D . 

ⓐ       جد إحداثيات اM  3ا تا  ح قBM AB CD . 
ⓑ       جد إحداثيات اN   2ا تا  ح ق ا ملاقNA NC. 
ⓒ ا    إحداثيات عي ا   R  بحيث يكونABCR .متوازي أضلاع 

ⓓ       جد إحداثيات اK  نظي ةA    با   ب  إC. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 يوجد حا تان: جمع الأشعة: .2
إذا كان ا شماعيا  طريق  ش ل

 متماقبيا 
إذا كان  طريق  متويزي يلأضلاع
   شماعيا ا بداي  ذا ها.

  
AB BC AC  AB AC AD  

ع ا  توسط ضمتا شما خ ص  يلمتوسط:
 ي اوي مج وع شماعا ا  ث ث ا  جاوريا  ه.

2ABأي  AC AI . 
 
 . تحديد موضع ن     ح ق علاق  شماعي  نب ط ا ملاق  

[3] ABCDEFGH . م تصف  I مكمب
[ ]EF  J  م تصف[ ]FG موقع دْ  حد ِّ .
 ا  ح        اواة ا شماعي . Mا      

 

ⓐAM AB DH .    ⓑ AM AE AB AD  . 
ⓒ AM FE DG .    ⓓ AM AB AE FJ  . 

ⓔAM AD DC CF GH EI    . 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

C

A B

C

A B

D

 

A B

CD

E F

G

J

H

I

A

I

C

B
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

ABأثبط صح  ا ملاق  الآ ي  :  [4] CF AF CB  . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[5] ABCDEFGHكانط ا       .مكمب ذا  و لا   Mبي ا إ    بق أ
    بق ع   أحد رؤوس ا  كمب.

ⓐ  
1

2
AM AG HB . 

ⓑ 1
2

AM AB AH . 
ⓒ 1 1

2 2
AM AB AD AE   . 

ⓓ 1 1
2 2

CM AE AB AD   . 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,2,3 دي ا ا    تان  [6] 2A 5و, 1,0B  ْد   فا إنْ أمكن. جِّ
 ا  ح      ملاق  ا  ت وض . M  كل حا    إحداثيات ا    

2

3 0

MA MB MA AB

MA MB AB BA MB

 

   

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

A B

CD

E F

GH
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 الارتباط الخطي لشعاعين: .3

u,لإثبات ار باط شماعيا  v  ًذ ك بأحد ا   ق ا ثلاث نثبط خ يا: 

ⓐ .وازي ا حام يا   

ⓑ .اسب ا   كبات     

ⓒ وجود عدد حقي ا k يح ق  u kv. 

 حدد في ا إذا كان ا شماعيا م  ب يا خ ياً.  [7]

ⓐ(2, 1,3)u  و( 4,2, 6)v    
ⓑ 3

4
BJ BC. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
  ط ث ن ا ن ثلا ت أ ,لإثبا ,A B C  حدة نثبط أن ع   است ام  وا   ع 

AB,شماعيا م ها مثلًا   AC     م  ب يا خ يا ويشت كان ب. 

   ع ع   است ام  واحدة. Cو Bو Aبي ا إذا كانط ا   اط  [8]
ⓐ(2,0, 3), (0,2,4), (3, 1,2)C B A   
ⓑ(3,5,2)A 2)و, 1,3)B  0)و, 2,2)C  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,2) يكون  aأَي كا  مييا [9] ,5)u a 1)و, 2, )v a  ً؟م  ب يا خ  يا 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 

,2) ت ع ا   اط  bو aأَي كا  مييا [10] 3, 0)A (3,2,1)وB 
)و , ,2)M a b ع   است ام  واحدة ؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 

[11] ABCDEFGH مكمب. 

ⓐ  عي ا شماعاً ي اويDC BD BF  
ⓑ  جد شماعاً ي اويFE FG FB 

  .DFبا شماع وأثبط أنَّ ا شماع ي  بط خ ي اً 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

A B

CD

E F

GH
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 الارتباط الخطي لثلاثة أشعة: .4

,لإثبات ار باط ثلاث  أشم   ,u v w  ًذ ك بأحد ا   ق  نثبط خ يا: 

ⓐ .وقوعها فا م توٍ واحد     
 ⓑ.ار باط أث يا م ها 
ⓒ حقي ييا  عدديا وجودa وb   يُح   ان ا ملاقw au bv  

u,حيث  v .ًغي  م  ب يا خ يا 
 حدد في ا إذا كانط الاشم  م  ب   خ ياً. [12]

ⓐAB وAC وBC . 

ⓑ(2, 1,3)u  و( 4,2, 6)v   (3,3,1)وw . 
ⓒ 3 1

4 4
BJ AF EC . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

م تصف  Iمكمب. ا       ABCDEFGH :3مثال BE وJ 
م تصف  FG  أثبط أنَّ الأشم .EF 

 .م  ب   خ  ياً  IJو BGو
   :3الحل

IJ IE EF FJ

IJ IB BG GJ

  

  
 

 ط فاً مع ط ف  ف جد  و نج ع 
        

 

2IJ IE IB EF BG FJ GJ

EF BG

 

1وم ه  1

2 2
IJ EF BG  . 

 .IJو BGو EFالار باط ا خ ا  لأشم   وم ه
  لإثبات أن أربع ن اط, , ,A B C D   ع فا م توٍ واحد نثبط أن ثلاث  

,أشم  م ها  ,AB AC AD .    م  ب   خ يا و شت ك ب 

,1)و A(2,0,1):  تكا [13] 2,1)B  (5,5,0)وC و( 3, 5,6)D  . 
ⓐ  أوجد عدديا حقي يياa وb  يح  انAD aAB bAC . 
ⓑ است تج انت اء ا   اط A وB وC وD .إ   م توٍ واحد 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
[14] ABCDEFGH  .مكمبI 

ها با ت  يب م تصتات  Lو Kو Jو
[ ]AB و[ ]BC و[ ]CG و[ ]AE . 
ⓐ   جد احداثيات ج يع ا   اط فا مم 

( ; , , )A AB AD AE. 
ⓑ  جد احداثياتM   3ا      ا  ح      ملاق 2EM EI. 
ⓒ  اذا  M  ها م كز ث ل ا  ث ثAEB؟ 
ⓓ   أَ كون الأشمCG وCD وHK م  ب   خ ي اً ؟ 
ⓔ   أَ كون الأشمLM وCJ وHK م  ب   خ ي اً ؟ 
ⓕ   أَ كون الأشمLM وHJ وJK م  ب   خ ي اً ؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 

A B

CD

E
F

G

J

H

I

K

ML

 

A B

CD
I

JE

H

F

G
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

  يه     تقي  م  بط يوازي م توي نثبط أن شماع  وج م تقي لإثبات
    توي.   وجيه خ يا مع شماعا

. ABCDEFGHا  كمب  نتأم ل [15]
]ما ا ح ف Iا       ]CD  ح  ق ُ
1
4

DI DC      وا  J  ما[ ]BC 
3 ح  ق

4
BJ BC . 

ⓐ  جد احداثيات ج يع ا   اط فا مم ( ; , , )A AB AD AE. 
ⓑ  أثبط أنَّ ا   تقي( )HI  يوازي( )EGJ. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

J
A B

CD

E

H

F

G

I
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[16] ABCD وجوه. و رباعاM   ح      ملاق  ها ا      ا
1

2
AM AD AB DC   

ⓐ عب ِّْ  عاAM    بدلاAB وAC . 
ⓑ  َّاست تج أنM  ي   ت ا إ   ا   تو( )ABC 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................ 

[17] ABCDEFGH  مكمب. فيهM 
1  ُ ح  ق Nو

3
EM EH 1

3
AN AB 

ⓐ  َّ1أثبط أن
3

MN EA DB . 
ⓑ هلEA وMN وHB  ً؟م  ب   خ ي ا 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 المعلم المتجانس: .5
)ن ول إن ا  م َ   ; , , )O i j k  :مم ٌ  متجانس إذا  ح ق ا ش طان 

ⓐ ا   تقي ات ( )OI و( )OJ و( )OK مث  . متمامدة    

ⓑ 1i j k  . 
متوازي  ABCDEFGH :4مثال

,1م ت يلات 2, 3GC BC AB   
]ها م تصف  Iا       ]AB وJ 

]ها م تصف  ]CG . 
1ا  م   إن  :4الحل 1

3 2
( ; , , )A AB AD AE .متجانس 

)وا  م    ; , , )A AB AD AE   متجانس.غي 
   تمامل مع ا   افات أو ا تمامد أو ا زوايا أو ا جداء ا    ا  نخت  

الاست ام  ا أو ا توازي أو   تمامل مع الار باط ا خ و  مم  اً متجان اً.
   ي كا أن نخت  مم  اً كيفياً.ا واحدة أو ا   تصتات

[18] ABCDEFGH 4طول ح فه مكمب 
 متجانس.  احداثيات ج يع ا   اط فا مم   جد

 لحل:ا

.....................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 الجداء السلمي .6
1 :يلمركبدددددد   طريقدددددد   2 1 2 1 2u v x x y y z z         حيثثثثثث

1 1 1( , , )u x y z  2 2 2( , , )v x y z. 

 D(0,2,0)و C(0,0,1)و B(0,1,0)و A(1,0,0) تكا  :5مثال
AB. اح ب E(1,1,1)و AC وAE AD . 

) :5الحل 1,1,0)AB  و( 1,0,1)AC   1وم هAB AC . 
( 1,2,0)AD  (0,1,1)وAE  2وم هAE AD . 

,1)و u(2,3,5)  يكا [19] 2,4)v   جدu v. 

 لحل:ا

....................................................................................

.................................................................................... 

 

A B

CD

H

E
F

G

 

A B

CD

E F

GH
 

A B

CD

E F

GH
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cosu  طريقةةةل اويا:يةةةل:  v u v     حيثثثث   هتتتو سيتتتتاس
 .vو u  زاوي  ا ه دسي    شماعيا 

[20] ABCD  رباعا وجوه م تظ . كل
وجه فيه مث  ثٌ مت اوي الأضلاع طول 

AB. اح ب 2ض مه  AC 
ABو AD وAB CD. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

  طريقل اومجم:ع:  2 2 21
2

u v u v u v    . 
uو  vو u الأشم   أطوال [21] v  10و 8و 6ها با ت  يب .

 متمامديا؟ vو uأَيكون ا شماعان 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 u وv 0وفقط إذا كان  إذا متمامدياu v . 
 مث ث ABCفا ا شكل ا   سوم جانباً:  [22]

,2فيه: 3, 4AB AC BC   
BA جد BC . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

  طريقل اومسقط اوقائم: 
 

 CD AB CD AB     حيC D  
ع    CDهو ا    ط ا  ائ    شماع 

)ا   تقي   )AB  أو ع   ا   توي 
مكمب طول  ABCDEFGH :6مثال

AE. اح ب aض مه  AF 
AEو CH وAE AG 
AFو HC. 

ئ          E  :6الحل ا  ا )ع    Fا    ط  )AE   م ه و
2AE AF AE AE a     

CH BE وA          ا    ط ا  ائB    ع( )AE وم ه 
2AE CH AE BE AE AE a     . 

H ا    ط ا  ائ         G  ع   ا   توي( )ADHو  E  ا    ط
)ع    Hا  ائ          )AE أي 

 2AE AG AE AH AE AE a     . 
0AF HC AF EB    
 إذا كان ,u v  كانط ا زاوي  بي ه ا  م  ب يا خ ياً وما نتس ا جه
uأي  0 v u v  
   كانتتتتتتتتتتتتتط ا زاويتتتتتتتتتتتتت  بي ه تتتتتتتتتتتتتا إذا كانتتتتتتتتتتتتتا متماك تتتتتتتتتتتتتيا با جهتتتتتتتتتتتتت  أي

u v u v  
 ور فا ا شكل ا  جا [23]

CAاح ب  CB وAB CH 
CAو HC. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

AB

C

D

DC

A
B

C

D

B H C

A

62

A

B C4

32

 

A B

C
D

E

H
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  كون باستبدال مج وع شماعيا بشماع. طريق  ش ل: ⑤
[24] ABCDEFGH  مكمب طول

]م تصف  I. فيه 3ح فه ]EF وJ 
]م تصف ]CG.  
ⓐ جد EI FJ EI EA  ،  . 
ⓑ جد  JH JD JH IF EI IA ، ، . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

]م تصف  M  وAمث  ثٌ قائ  فا  ABC :7مثال ]BCو  H 
     يا ا  ائ يا ا Lو K.  يكا Aالار تاع ا   سوم ما   موقع

       H    ع[ ]AB و[AC] .  أثبط  مامد ا   تقي يا( )AM 
)و )KL. 

مد  :7الحل ت  ما )لإثبا )AM و( )KL  ن 0KA  نب ها أ LM   .
نط  كا ]م تصف  M   ا  ]BC  كان

 
1

2
AM AB AC   ذن   ح ب إ

AB KL وAC KL دة لاستتا با  .
)ما ا    ط ا  ائ  ع    )AB :نجد   
AKA L KA HAB B AB     

)وبالاستتادة ما ا    ط ا  ائ  ع    )AC :نجد 
  AAC AC AKL L AC H     

   

 

1 1

2 2

1 1
0

2 2

AM AB AC AB

A

AK C

AC

L KL KL HA AH

AB H BC AH

        

     

)لأن ه است اداً إ   ا ت ض  )AH    ع ودي ع( )BC وم ه  مامد .
)ا   تقي يا  )AM و( )KL. 

 كان bو aوالأعداد ا حقيقي    wو vو uأياً كانط الأشم  خويص: 

        

  2 2

( )

( )( )

v w u v u w v v u

u

u

v u v u v

uⓑ ⓐ

ⓒ
 

وأن   3ي اوي  vونظي   5ي اوي  uإذا ع  طَ أن  نظي   [25]
4u v   :فاح ب  

    ( ) ( 3 ) ( )u v u v u u vⓑ ⓐ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

A

B

C

M
K

L

H
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2018)دورة   [26] 2) 
ABCDEFGH  س وح ي متواز
1, 1, 2GC BC AB         ا

I  م تصف[ ]EF45وDAB . 
ⓐ  اح بAB AD. 
ⓑ  جد النقطةM  1ن    ُ ح  ق

2
AM AB FB GH  . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

S ه ماً  نتأم ل [27] ABCD  قاعد ه
. 2فه ي اوي ح  . وطول Sم  بع ورأسه 

SAاح ب  SB وSA SC 

SAو AC. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 معادلة مستوٍ .7
  من الدرجة الأولى ولها الشكل مماد  هي كل: 

: 0ax by cz h    

  المسثتو  ع    ناظ ٌ شماعP ياامثد  هثذا المسثتو    شثاا ، هثو كثل

,أمثال  ومركباته ,x y z.  ونرمز له( , , )n a b c 

  0مثثثثثثن نقطثثثثثثة  م تتتتتتتوٍ ي تتتتتت    اد تتتتتت مملإيجتتتتتتاد 0 0 0( , , )M x y z،  ولثثثثثثه

)الناظم , , )n a b c :ناوض في الماادلة 

     0 0 0 0a x x b y y c z z      
  مماد   م توي نحتاج إ   ن    م ه وناظ . لإيجاد 
  مماد   م توي هي  كل ماادلة من الدرجة الأولىالأبااد  ثلاثافي
 م تقي .هي  كل ماادلة من الدرجة الأولى باادفي ثنائي الأو

 :وها يجاد مماد   م توي لإحالات يوجد عدة 
 حالة نقطة وناظم:  -1

  ناوض مباشرة في الماادلة: 

     0 0 0 0a x x b y y c z z      

ا  ار با       مماد       توي  جد :8مثال 2,1, 3A   وي بل
(1,1,2)n .ًشماعاً ناظ ا 

    ماد   ا شكل:  :8الحل
     0 0 0 0

1 ( 2) 1 ( 1) 2 ( 3) 0

2 3 0

a x x b y y c z z

x y z

x y z

     

        

   

 

وي بل  A(2,1,0)ا  ار با       أعط مماد       توي  [28]
(3, 1,2)n  .ًشماعاً ناظ ا 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 حالة نقطة ومستوي موازٍ:  -2

 فا ا  ماد   يكون ا   تويان ا  توازيان  ه ا نتس ا  واظ  ث  نموض. 
)ا  ار با       اكتب مماد       توي  [29] 1,2, 3)A    ًموازيا

:ا   توي  2 3 4x y z  .  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

A B

CD

H

E
F

G

I


45

A B

O

S

D C
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2020)دورة  [30] 2)  ا  ار با       اكتب مماد       توي
(1,1, 2)A   موازياً ا   توي: 2 3 2 0x y z   . 

 . ي ط ما Aو ح ق أن 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 حالة ثلاثة نقاط:  -3

  ناظ  م توي ي   ما ثلاث  ن اط نتت ض لإيجاد( , , )n a b c  ونختار
1cمثلًا   .ث  نجم ه يمامد شماعيا مشك يا ما ا   اط 

) مماد  جد  [31] )ABC (2,1,0):حيثA (1,0,1)وB (3,1,4)وC. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

) مماد  جد  [32] )CDE (4,0,0):معC (0,4,0)وD 1)و, 1,1)E . 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 حالة نقطتين ومستوي معامد:  -4

  نتت ض( , , )n a b c  . ونض ب ا  اظ  بشماع ا    تيا وبشماع ا  اظ
1cونختار مثلًا     نحل ا  ماد تياث. 

,1)ا    تيا الآ يتيا : [33] 1,2)A   (2,0,4)وB  وا   توي 
3ا ذي مماد ته  4 0x y z    د مماد ً      توي ا م ودي  . جِّ

 .Bو Aوي   با    تيا  ع   

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 : وشعاعي توجيه حالة نقطة  -5

  نتت ض( , , )n a b c  . ونختار مثلًا ونض ب ا  اظ  بشماعا ا توجيه
1c    نحل ا  ماد تياث. 
د مماد ً      توي  [34]  u(2,3,1)ا  وجه با شماعيا  جِّ

,1)و 2,4)v       1) وي   با, 1,2)A . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 غي   مامد م توي نثبط أنه يمامد شماعا  وجيهلإثبات أن م تقي  ي
 وي.   ت م  ب يا خ ياً 

[35] (2,1,3)A1,0)و, 1)B (4,0,0)وC(0,4,0)وD 1)و, 1,1)E   
ⓐ  أثبط أن  ا   اطC وD وE .ي ط واقم  ع   است ام  واحدة  
ⓑ   أثبط أن  ا   تقي( )AB  ع ودي ع   ا   توي( )CDE. 
ⓒ  ا   توي  مماد  جد( )CDE. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 :بعد نقطةٍ  عن مستوٍ .8
  ثافي باد ثلا  : د باا لأ 0نقطةٍ  ا 0 0 0( , , )M x y z  ٍمستو عن 

: 0ax by cz h   :   
0 0 0

0
2 2 2

dist( , )
ax by cz h

M
a b c

  


 
 

  0باثثثثثثد نقطثثثثثثةٍ فثثثثثثي ثنثثثثثثائي الأباثثثثثثاد 0 0( , )M x y  مسثثثثثثتقيمعثثثثثثن 

0ax by c  :   0هو 0

0
2 2

dist( , )
ax by c

M d
a b

 



 

,5)بُمد  اح ب [36] 3,4)A   عا: 2 3 5 0x y z    . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

:عا ا   توي  B(2,2,5)بمد ا       اح ب [37] 0y z   

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 



                                                                                               الوحدة الأولى والثانية والثالثة )الهندسة( –الجزء الثاني  -ضيات الريا

17 

 ستقيمالتمثيل الوسيطي لم .9

  0 مالومثثثثة ي تتتت   ب   تتتت    تتتتتقي   ا وستتتتي اا ت ثيتتتتل 0 0 0( , , )M x y z 

 ً ) ويواز  متجّهاً مالوما , , )v a b c:  

0

0

0

x x ta

y y tb

z z tc

t

 


 
  

 

   المستقيم  وجيهشاا L   هو  الشاا( , , )v a b c   ز والذ  يوا

 ويوجد عدد غي  م ته ما ا ت ثيلات ا وسي ي      تقي . المستقيم.
 أمثال  نأخذ شماع  وجيه ا   تقي  لإيجادt  ولإيجاد ن    م ه نت ض
t .عدد ما 

أعط   ثيلًا وسي ياً     تقي   B(2,3,1)و A(1,2,3)فا حا    :9مثال
( )AB. 

,1,1)يكون  :9الحل 2)AB   ًوم هشماعاً موجها: 

1

2 ,

2 3

x t

y t t

z t

 


 
   

. 

 B(2,3,1)ا ذي ي   ما ا       dأعط   ثيلًا وسي ياً     تقي   [38]
) و ه شماع ا توجيه 4,3,2)v  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

]يلقطع  يلمستقام   ]AB  ها مج وع  ا    اط( , , )M x y z  
0

0

0

, [0,1]

x at x

y bt y

z ct

t

z

 

 


 
  

  

 BAا شماع و  Bار ا      نخت أو  ABا شماع و  Aنختار ا      
]نصف يلمستقام  )AB  ا ذي مبدؤهA        وي   باB   هو مج وع

)ا    اط  , , )M x y z  ا تا ُ ح  ق 
0

0

0

, [0, [

x at x

y bt y

z ct

t

z

 

 



  

 

]نصف ا   تقي  حيث فا  )AB       نختار اA  وا شماعAB  وفا
]نصف ا   تقي   )BA  نختارB  وBA 

 .ي كا أن نختار ن    ا ي ار وشماع  وجيه ما ا ي ار   ي يا بشكل ع م
 
 
 

)نتأم ل  [39] 2,1,0)A  (2,3,1)وBأعطِّ   ثيلًا وسي ياً  كل ما . 
ⓐ   ا   تقي( )AB.  ⓑ    ا   م  ا   تقي[ ]AB. 
ⓒ   نصف ا   تقي[ )AB. ⓓ   نصف ا   تقي[ )BA. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 الوضع النسبي بين مستويين .10
إما متوازيان إذا  وازى ا  اظ ان وإلا فه ا مت اطمان فا م تقي   ا   تويان

 ي    فصل مشت ك.

ويُ  ب مم ف  إذا كانا متوازييا أو  و نم ا ا   توييا  :10مثال
 مت اطميا أو متمامديا.

: :10الحل 2 0, : 4 1 0x y z x y      
,1)1ا شماعان  4,0)n  1,2)2و, 1)n    ي ا م  ب يا خ ياً لأن  

با ه ا  ي ط مت اسب     1مت اطمان.  ووم هم ك  2 7 0n n    
 غي  متمامديا. و  ي ا متمامديا.  2nو 1nوم ه 
 .لإثبات  مامد م توييا نثبط  مامد ا  اظ يا 

  مامد زوج ا   تويات الآ ي : ادرس [40]
: 2 3 5 0x y z   و: 6 11 9 5 0x y z     

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
A B

t

A B

[0, [t 

A B

[0,1]t
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 .ًلإثبات   اطع م توييا نثبط عدم ار باط ا  اظ يا خ يا 
 مت اطميا.  و بي ا إذا كان ا   تويان  [41]

: 0, : 3 0

: 2 5 0, : 4 2 5 0

x y z Q x y z

x y Q x y z

      

      

ⓐ

ⓑ
 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 :من معادلتي مستويين إلى التمثيل الوسيطي الانتقال  .11
  ض د تيا مثلًا  مجهولنت  zمشت ك بيا ا  ما t     ج ث  نحل 

x,ا  ماد تيا لإيجاد  y    بدلاt . 
0

1 1 1 1 1

0

2 2 2 2 2

0

: 0

: 0

x x ta
a x b y c z d

y y tb t
a x b y c z d

z z tc

 
     

    
       

 

1نتأم ل  :11مثال : 2 2 0x y z    
2و : 2 1 0x y z    دْ   ثيلًا .  ي  ا أن ه ا وسي ياً مت اطمان  ثُ   جِّ

 .d تص ه ا ا  شت ك 
ظ يا  12    توييا  :11الحل ,2,1)1ا  ا 1)n  1,2)2و, 1)n  

با ه ا غي   2nو 1nبا ت  يب. ا شماعان  غي  م  ب يا خ ياً لأن  م ك 
yمثلًا  نت ض مت اطمان 2و 1مت اسب   إذن ا   تويان  t : 

2 2 0

2 1 0

x t z

x t z

   


   
  

1xبا   ح  t   3و وم هz t .
1

( ) ,

3

x t

d y t t

z t

 


 
 

 

 .ا  شت ك   تصلوأعطِّ   ثيلًا وسي ياً  2و 1 ح  ق ما   اطع  [42]
ⓐ1 : 2x y  2و : 1x z .   
ⓑ1 : 3x y z    2و : 2 2 1x y z  . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

2020)دورة  [43] 1)  2و 1 يكا ا   توييا 
1 2: 2 1 0, : 0x y z x y z       ي  ا أن ه ا  .

دْ   ثيلًا وسي ياً  تص ه ا ا  شت ك   .dمت اطمان  ثُ   جِّ
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 الوضع النسبي بين مستقيمين  .12
ندرس أولا ا توازي ما خلال   دراس  ا وضع ا   با بيا م تقي يا

ار باط شماعا ا توجيه ث  فا حا   عدم ا توازي ندرس ا ت اطع با حل 
ا  شت ك فإذا نتج حل وحيد كان ا   تقي ان مت اطمان وإلا كانا 

 متخا تان.
 أثبط ان باق ا   تقي يا :12مثال

 
3 1

( ) 4 ,

1

x t

d y t t

z t

 


 
   

و   
9 4

( ) 12 4,

3

1

1

x t

d y t t

z t

   

     


 


 

ه d :12الحل ,3,4)با شماع موج  1)u  وd  ه با شماع موج 
( 9, 12,3)u  .  3و كاu u    إذنd d  

0tنخت       (1,0,1)ا      ف حصل عA  ماd  نموضها فاd 
dإذن   d  ت ا أيضاً إ   ف جد أنها  d . 

 ا   تقي يا: ادرس   اطع  :13مثال

 
1

( ) 2 3,

2

3x t

d y t t

z t

 


  
   

و    
3 2

( ) 1 ,

1

x t

d y t t

z t

  

      


  


 

 ا  ش ك نجد با حل :13الحل
1 3 2

2 3 1

2 1

t t

t t

t t

   

   


   

⑴

⑵

⑶

 

1tنجد ما ثَ     0وt    
,2)با       dو dوع يه يشت ك ا   تقي ان  1,1)I . 

 ادرس وضع ا   تقي يا: :14مثال

 
1

: 3 2

3

3

,

3

x t

d y t t

z t

 


   
   

: و  3 3,

1

3 3x t

d y t t

z t

 

      


  





 

,1) :14الحل 3, 3)u   1)و, 3, 1)u   . باتا  وم همت اسب   غي    ك 
u وu  .ًغي  م  ب يا خ يا 
  بحث إذا كانا   مت اطميا أو متخا تيا dو dإم ا أن يكون  أي

 مت اطميا  ع ي ا حل  ا ج   

1

3 2 3 3

3 3 1

t t

t t

t t

  

    


   





⑴

⑵

⑶

   

⑴,بج ع 3نجد ⑶
2

2 3t t    52وt    
215حي  ⑵وهذا لا يح ق

2 2
  ا   تقي ان فd وd متخا تان. 

  ن نا   تقي ا زيا ما  ا  توا أ حد  وا م تو  فا  ن  ي ما ن  طما وا  ت ا
    تقي ان ا  تخا تان فلا ي مان.ا
,3) دي ا ا    تان  [44] 1,1)A  3)و, 3, 1)B   وا شماعان  

 1,0, 2u  و 2,1, 3v  .d       هو ا   تقي  ا  ار باA 
ه با شماع  ه  B   تقي  ا  ار با      هو ا d  وuوا  وجَّ وا  وجَّ

 Iمت اطمان  ث َّ عي ا  dو dا   تقي يا  .  أثبط أنَّ vبا شماع 
 ن      اطمه ا.

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 



                                                                                               الوحدة الأولى والثانية والثالثة )الهندسة( –الجزء الثاني  -ضيات الريا

20 

مكمب طول  ABCDEFGH  يكا  [45]
]م تصف  I. فيه 1ض مه  ]BC وJ 

]م تصف  ]CD وK  م صف[ ]EH .
)نتأم ل ا  م    ; , , )A AB AD AE. 

ⓐ  ِّثيلًا وسي ياً  كل ما  أعط  ( )IK و( )FJ. 
ⓑ أيت اطع ( )IK و( )FJ؟ هل   عI وJوKوF  فا م تو واحد؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

:  دي ا [46] { , 1 2 , 1 3 :d x t y t z t t        و
: { 3 , 1 , :d x s y s z s s        

ⓐ  بيا أن ا   تقي ان مت اطمان ث  جد ن    ا ت اطع 
ⓑ  مماد   ا   توي ا  ار با   تقي ياجد. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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E
F
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K
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

2017)دورة  [47] 2)  :اكتب شماعا ا توجيه     تقي يا 
: { 1, 2 3 , 3 3 :d x t y t z t t       
: { , 3 3, 1:d x s y s z s s          

 وهل ا   تقي ان ي مان فا م توي واحد ع ل؟

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 ه لأحده ا مع  لإثبات  مامد م تقي يا ي ك  ا إثبات  مامد شماع موج 
ه  لآخ   .شماع موج 

,2) نتأم ل [48] 5,1)A  (0,2,6)وB  وا   تقي .d  شماع ا ذي
4 وجيهه  3u i j k     أثبط أن .d    ع ودي ع( )AB. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

2019)دورة  [49] 1)  (1,0,1) نتأم لA (0,1,1)وB. 
ⓐأعط   ثيلًا وسي ياً  تd ما  ا  ارA (2,2,1) و ه شماع ا توجيهv 
ⓑ   أثبط أنd    ع ودي ع( )AB. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 الوضع النسبي بين مستقيم ومستوٍ .13
 دراس  ا وضع ا   با بيا م تقي  وم توٍ إذا كان شماع  وجيه 

ا   تقي  يمامد ا  اظ  كان ا   تقي  موازٍ     توي وإلا فهو قاطع 
 ب     نوجدها با حل ا  شت ك  ه ا. 

,2,1)نتأم ل ا    تيا  مث ل: :15مثال 2)A  و( 1,2,1)B  وا   توي .
: 2 2 0x y z     ي  ا أن  .( )AB  فا  ي  ع ا   توي

 يُ  ب  مييا إحداثيا ها. Iن    
)    تقي   :15الحل )AB   ه ج  مو ع  )شما 3,1,3)u AB    

,2)ناظ   و    توي  1,1)n  4. و 0n u    فا شماعان  u 
)غي  متمامديا أي  nو )AB  ا   توي قاطع  . 

 :Iإحداثيات ن    ا ت اطع 
   

31 11 11
4 4 4 4

2 3 2 1 3 2 2 0

, ,

t t t

t x y z

       

       
 

)وم ه ي  ع  )AB  311فا  ا   توي 11
4 4 4
( , , )I . 

   م تقي  مع م توٍ  نموض ا   تقي  فا ا   توي ويكون: وضع دراس 
o  اذا نتج سي   وحيدة لt.يكون ا   تقي  قاطع     توي : 
o    0اذا نتج سي 1   وغي  محتوى     توي يوازي امثلًا: ا   تقي. 
o    0اذا نتج سي 0  :توي.محتوى فا اا   تقي  مثلًا    
 .وا   توي  d ا   تقي    اطع ادرس [50]

   
2 1

: 1, :

1 3

x t

x y z d y t

z t

 


   
  

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

  ت ه مع  م تقي  وازي لإثبا ع موج  ت  مامد شما م توي ي ك  ا إثبا
 ناظ      توي.    تقي  مع 

)   اطع أثبط [51] )d AB  وعيا إحداثيات ن     مع ا   توي
)حيث    ا ت اطع. 1,2,3)A  1,2)و, 1)B و  : 1x y z  . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

   م تقي يا نأخذ ن    ما احده ا بت ض  ان باق دراسt   عدد ما ث
 نتح ق ما انت ائها ا   ا   تقي .

dوبي ا إذا كان  dأعط   ثيلًا وسي ياً     تقي   [52] d  أو كان
d   م  ب اً عd. 

3 2 1
: , :

0
2 1

2

x t
x y z

d d y t
x y z

z t


   

   
     

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 

 

 الكرة: .14
2ما ا ت ا  ا تا  ح  ق Mها مج وع  ا   اط 2M R  

و ها ا  ماد  :      
2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R      
0نصف ا     و Rحيث  0 0( , , )x y z. 

 .5ونصفُ ق  ها  Oا تا م كزها  Sجد مماد ً    ك ة  :16مثال
2 :16الحل 2 2 25x y z   
Sجد مماد ً    ك ة  :17مثال   م كزهاO     ماو 1,2, 4A   
Sق   ا ك ة  نصف :17الحل   ي اويOA: 

 
22 2 21 2 4 21OA      .2 وم ه 2 2 21x y z    

 .2ونصف ق  ها  (1,2,3)اكتب مماد   ا ك ة ا تا م كزها  [53]
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 .A(1,1,1) ماو     (0,0,1)اكتب مماد   ا ك ة ا تا م كزها  [54]
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,1) ا      [55] 2,0)A   وا   توي: 2 1 0x y z    اكتب .
 .و  س ا   توي  Aمماد     ك ة ا تا م كزها 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 

2018)دورة  [56] 1)   2) ا     فا مم   متجانس, 2,2)A  
:وا   توي  2 3 5x y z   اكتب مماد     ك ة ا تا م كزها .A 

 .و  س ا   توي 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
2017)دورة  [57] 1) ا ك ة  مماد   جدS  ا تا م كزهاO  ونصف

3 ح ق أن  و .3 ق  ها 0x y z    س ا ك ةي  S. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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)عي ا طبيم  مج وع  ا   اط   [58] , , )M x y z : فا ا حالات الآ ي 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 2 6 2 0

4 5 0 10 2 26 0

x y z x y z x y z x y

x y z x x y z x z

           

          

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,2,3) ا   اط نتأم ل [59] 1)A  2,8)و, 1)B  7,3)و, 1)C   و
( 1,3,3)D  َّأثبط أن .B وC وD  ع ع   ك ة واحدة م كزها  A. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

)و A(2,1,2) نتأم ل ا    تيا [60] 2,0,2)B . 
ن  ما ا   اط  أعطِّ مماد      ج وع   )ا  كو  , , )M x y z  ا تا ُ ح  ق

0MA MB .   ؟ما طبيم  ا  ج وع 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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 وضع كرة مع مستو .15

عا نوجد  ن ارنه مع  ا   توي  بمد ا   كز 
) نصف ا     , )d dist : 

 R d  ا   توي م اس   ك ة. يكون 
 
 R d  ا   توي خارج   ك ة. يكون 
 
 

 R d  ا   توي قاطع   ك ة يكون 
 يح ق: rبدائ ة نصف ق  ها  

2 2 2d r R  
 ا   توي ادرس وضع  [61]

P   : 2 2 4x y z ا ك ة  مع
     2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 25x y z. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

P ا   توي ادرس وضع  [62]    : 2 2 8 0x y z ا ك ة  مع
     2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 9x y z. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

: ا   توي  [63] 1x y z    ي  ع ا ك ة
2 2 2( 1) ( 2) ( 1) 6x y z       اح ب نصف ق  ها.بدائ ة 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 المستوي المحوري: .16
   م  م تقي   هو مج وع  ا   اط ا تا  بمد عا ط فيها ا   اف  

 وهو ا   توي ا ذي يمامد ا   م  فا ا   تصف.  ها.نت
[64] ( 1, 2,3), (1,0, 3)A B    المحوري  ا   توي  مماد  جد

] المستقيمة للقطعة ]AB. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,5,2)ا    تان [65] 1)A  (3,0,1)وB بي ِّا أيُّ ا   اط .( 2,5, 2)C   
]  ت ا إ   ا   توي ا  حوري     م   E(3,2,1)أو ]AB. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 



Rd



R
d



R

d
r
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عا ا    تيا  ا بُمدمت اوي   Cن  ً   ا تواصلع   محور  جدْ  [66]
(2, 1,3)A  0,5)و, 1)B . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

)و A(2,1,0)نتأم ل ا    تيا   [67] 1, 4,2)B. 
ⓐ  ا بمد عا أوجد ن  ً  مت اويA وB. 
ⓑ  1,1)ا ذي يجمل  أوجد, )C  مت اوي  ا بمد عاA وB. 
ⓒ  َّأثبط أن«( , , )M x y z   ن  ٌ  ما ا   توي ا  حوري     م

[ ]AB  »  3»إذا وف ط إذا  ح َّق ا ش ط 3 2 8 0x y z   .» 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,0)و A(1,1,1) نتأم ل ا    تيا  [68] 1, 1)B  . 
ⓐ   ن  ما ا   اط  أعطِّ مماد      ج وع )ا  كو  , , )M x y z  ا تا

MAُ ح  ق  MB.   ؟ما طبيم  ا  ج وع 
ⓑ   ن  ما ا   اط  أعطِّ مماد      ج وع )ا  كو  , , )M x y z  ا تا

2MAُ ح  ق  MB.   ؟ما طبيم  ا  ج وع 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 يوجد ثلا  حالات معادلة الأسطوانة: .17
)محورها  , )O k  محصورة و

با  اعد يا   0,0, , 0,0,a b 
 ها  .Rونصف ق  ها 

2 2 2

a z b

x y R

 


 
 

 

 
)محورها  , )O j  وا  حصورة

با  اعد يا   0, ,0 , 0, ,0a b 
 ها  .Rونصف ق  ها 

2 2 2

a y b

x z R

 


 
 

 

 

)محورها  , )O i  وا  حصورة
با  اعد يا   ,0,0 , ,0,0a b 

 ها  .Rونصف ق  ها 

2 2 2

a x b

z y R

 


 
 

 

 
)ا تا محورها   لأس وان جد مماد    [69] , )O k  وقاعد يها ا دائ  يا

,0,0)و   E(0,0,1)ا تا م كزيه ا  2)C   3ونصف ق  ها. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

) لأس وان  ا تا محورها  مماد  جد   [70] , )O j  وقاعد يها ا دائ  يا
 .2ونصف ق  ها  O(0,0,0)و   A(0,3,0)ا تا م كزيه ا 

 لحل:ا

....................................................................................

.................................................................................... 

  إذا    يذك  ا  اعد يا يكون الار تاع لانهائا أي ا ش ط الأول ما 
)الأس وان  ا تا محورها   مماد جد   [71] , )O i  وم كز قاعد ها

 3,0,0T  6ونصف ق  ها. 
 لحل:ا

....................................................................................

.................................................................................... 

فْ   [72] )ا   اط  مج وع  صِّ , , )M x y z  ا تا  ح قٌ إحداثيا ها
2 ا ملاقات 2 25x y  1و 4z . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

2الأس وان   مماد   تكا   [73] 2 9x y  0و 7z .  ُّأي
)ا    اط   ع  ع   الأس وان   3, 6,4)E (1,3,1)وF؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,0) تكا  ا       [74] 0,5)A  فا مم   متجانس( ; , , )O i j k نتأمل .
]الأس وان  ا  و  دة ما دوران ا ض ع  ]BC  ما ا   ت يلOABC 

). و تكا 2ABحيث   OAحول ا   تقي   , , )M x y z     ن
 .OAم   ها ا  ائ  ع   ا   م   Hمتحو   ما الأس وان   و

 .الأس وان مماد    ست تجا
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

x

b

a
R

z

y

x

ba

R

z

y

b

a

R

z

y
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 يوجد ثلا  حالات :معادلة المخروط .18
 Oمماد ً     خ وط ا ذي رأسه 

ومحوره  ,O k  وقاعد ه ا دائ ة
م كزها  0,0,h  ق  ونصف 

 ها  Rقاعدته

2
2 2 2

2

0 z h

z
x y R

h

 



 


 

 
 

 
 Oمماد ً     خ وط ا ذي رأسه 

)ومحوره  , )O j  وقاعد ه ا دائ ة
م كزها  0, ,0h  ق  ونصف 

 ها R  قاعدته

2
2 2 2

2

0 y h

y
x z R

h

 



 


 

 

 

 Oمماد ً     خ وط ا ذي رأسه 
)ومحوره  , )O i  وقاعد ه ا دائ ة
م كزها  ,0,0h   ونصف ق 

 ها Rقاعدته

2
2 2 2

2

0 x h

x
z y R

h

 



 


 

 

 

ومحوره  Oمخ وط رأسه مماد ً   اكتب [75] ,O i  دائ ة وقاعد ه
م كزها  4,0,0B  3ونصف ق  ها. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

ومحوره  Oمماد ً     خ وط ا ذي رأسه  اكتب  [76] ,O k  وقاعد ه
ا دائ ة ا تا م كزها  0,0,6F  6ونصف ق  ها. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

وره ومح Oمماد ً     خ وط ا ذي رأسه  اكتب  [77] ,O j  وقاعد ه
ا دائ ة ا تا م كزها  0,5,0A  3ونصف ق  ها. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

فْ   [78] )مج وع  ا   اط  صِّ , , )M x y z  ا تا  ح قٌ إحداثيا ها
2 ملاقاتا  2 24

0
25

x y z    0مع 5z .  عي ا ما بيا 

 :ا تا    ع ع   ا  خ وط ا   اط 2,0,5Q و 2,1,5R . 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,0) تكا   [79] 0,5)A    فا مم   متجانس مم( ; , , )O i j k .
]  تأمل ا  خ وط ا  و  د ما دوران ا ض ع  ]OK  ما ا  ث ثOAK 

).   تكا 2AKمع  OAحول  Aا  ائ  فا  , , )M x y z 
 .OAم   ها ا  ائ  ع   ا   م   Hن    ما ا  خ وط  و

2 أنَّ  أثبط 24
25

MH OH.   است تج مماد   ا  خ وط.ث 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

x
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 : مسقط نقطة  على مستو .19
 ماد   ا   توي نوجد م .  
  ثيلا وسي يا     تقي  نوجد  

  .Aوا  ار ما   ا  مامد     توي 
 با حل ا  شت ك نوجد ن    ا ت اطع 

 .فتكون ها ا    ط ا  ائ 
: ا   توي نتأم ل  [80] 1x y z   .جدA   ا    ط ا  ائ

       (3, 1,1)A   ع   ا   توي. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

  ذا نإ مث ل مستوي  كا مع  هو  يلمستقام  ع  وجيه ا   تقي   ن شما فإ
 .شماع ناظ      توي 

C .D(1,5,5)و B(0,0,1)و A(1,2,0)نتأم ل ا   اط  [81]  
)ا    ط ا  ائ          11,9, 4)D   ا   توي ع   ( )ABC. 

ⓐ  اكتب مماد       توي( )ABC. 
ⓑ  است تج إحداثياتD.  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

A


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 مستقيم: مسقط نقطة  على   .20
  نوجد   ثيلا وسي يا     تقي d 
  مماد   ا   توي ا  مامد     تقي  نوجد
d      وا  ار ما ا A 
  با حل ا  شت ك نوجد ن    ا ت اطع 

 .فتكون ها ا    ط ا  ائ 
 عث نقط  ب لإيج دA عن مستقام d :

 .AA ع   ا   تقي  أي Aعا م   ها  Aنوجد بمد ا      
:  دي ا [82] { , 1 , 1 :d x t y t z t t             وا

(1, 1,0)A  .  عيا احداثياتA      مA     عd  واح ب بمد
A  عاd. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,1,1)و B(0,1,1)و A(1,2,0)نتأم ل ا   اط  [83] 1)C  . عيا
)ع     A م  ط Aاحداثيات  )CB  واح ب بمدA  عا( )CB. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 

d

A

A
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)متجانس  مم  ٍ فا  [84] ; , , )O i j k  3)  دي ا, 1,2)A  وا   تويان  
: 2 4 0, : 2 5 0x y z x y z        

ا ذي  dعا ا   تقي   A  واح ب بُمد و أثبط   اطع ا   توييا 
 ي ث ل فص ه ا ا  شت ك.

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

)متجانس  مم  ٍ فا  [85] ; , , )O i j k 3)   دي ا, 1,2)A  وا   تويان  
: 0, : 3 1 0x y z x z      

ⓐ  وهل ه ا متمامدان.  و أثبط   اطع ا   توييا 
ⓑ   أعط   ثيلًا وسي ياً     تقيd .ا ذي ي ث ل فص ه ا ا  شت ك 
ⓒ  ا ذي يمامد ا   تقي   أعط مماد       تويd  أي يمامد كل(

 .A( وي   ما و ما ا   توييا
ⓓ  است تج م  طA    عd. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 



                                                                                               الوحدة الأولى والثانية والثالثة )الهندسة( –الجزء الثاني  -ضيات الريا

32 

 ط ي   ثاني  )ط ي   ن    ا ت ثيل ا وسي ا(
  نوجد   ثيلا وسي يا     تقي d 
     نخت  نA تقي  ما ا   d  ها ا ت ثيل 

 ا وسي ا.
  نوجدt  0ا تا  ح ق ا ش طdAA u    
  نموضt ا    ط ا  ائ  فا ا ت ثيل ا وسي ا ف جد. 
 بعث نقط   لإيج دA عن مستقام d      نوجد بمد ا :A  عا

 .AA ع   ا   تقي  أي Aم   ها 
:  دي ا [86] { , 1 , 1 :d x t y t z t t             وا

(1, 1,0)A  .  

 .dعا  Aواح ب بمد  dع     Aم      Aعيا احداثيات 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

)متجانس  مم  ٍ فا  [87] ; , , )O i j k  3)  دي ا, 1,2)A  وا   تويان  
: 2 4 0, : 2 5 0x y z x y z        

ا ذي  dعا ا   تقي   A  واح ب بُمد و أثبط   اطع ا   توييا 
 ي ث ل فص ه ا ا  شت ك.

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 ط ي   خاص  )  تم ل إذا كان ا   تويان متمامدان(
  بمد ا      نوجدA  عن كل من

 يلمستويين.
  نستعمل مبرهن  فيث غورث لنحسب

 يلبعث.
     

2 22 ( , ) ( , )AA dist A dist A 
) متجانس مم  ٍ فا  [88] ; , , )O i j k   (2,1,2)       دي اA  

 :و وا   توييا      : 1 0, : 0x z x y z 
 متمامدان. و أثبط أنَّ ا   توييا  
 .و عا ا تصل ا  شت ك     توييا  Aا      اح ب بُمد  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 :و   وا   توييا A(2,1,2) دي ا ا       [89]
: 2 1 0, : 0x y z x y z        

ⓐ  َّمتمامدان و ا   توييا أثبط أن. 
ⓑ  اح ب بُمدA  و عا كلٍ  ما ا   توييا. 
ⓒ       است تج بُمد اA  و     توييا عا ا تصل ا  شت ك. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[90] ABCDE  ه مٌ رأسهE  وقاعد ه
]م بع.  ]BE  ع ودي ع   ا   توي

( )ABCD  4 2EB  4وAB  .
M   ن    ما ا   م[ ]ED  ح  ق ُ

3DM DE تكا  .P   ا    ط ا  ائ
       M  ع   ا   توي( )ABCD وH          ا    ط ا  ائP 

)ع   ا   تقي   )AB . ا  م   ا  تجانس فا( ; , , )B i j k  حيث
4BA i 4وBC j 4و 2BE k. 
ⓐ  جد إحداثيات كلٍ  ما ا    تياD وE وM وP وH. 
ⓑ بمد  اح ب M   عا ا   تقي( )AB 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 ط ي   خاص  )  تم ل إذا كان     ت يا م   يا مت اوييا(
  نوجد   ثيلا وسي يا     تقي d 
     نخت  نA تقي  ما ا   d .ها ا ت ثيل ا وسي ا  
 طول أصغ   نح بAA  ا بمد ا    وب.فيكون 
,4)و B(5,3,4)و A(1,3,4)نتأم ل ا   اط  [91] 1,2)C  . 
a) أنَّ  أثبطC   لا   ع ع   ا   تقي( )AB. 
b) M    ما ا   تقي   ن( )AB  جد إحداثياتM    بدلاx . 
c) 2 اح بMC    بدلاx . بُمد است تجC  عا( )AB. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 الوضع النسبي بين ثلاث مستويات  .21
ا ثلاث إما  ت اطع فا ن    )إذا نتج حل وحيد( أو  ت اطع فا  ا   تويات

عدد لا نهائا ما ا ح ول و   ي  بط خ ياً ناظ ان م ها( )إذا نتج  م تقي 
 أو لا  شت ك بأي  ن    )إذا    ي تج حل مشت ك(.

  ويلتي تستعمل يلق عثة: طريق  غ وسذ ك ي كا أن ن تم ل  و دراس 
 ي كا ض ب مماد   بمدد ما -
ونضع ا  ا ج مكان  لاح  نض ب مماد   بمدد ما ونج مها إ   مماد   -

 ا  ض وب . ا  ماد  
ث  و  نصت   حته.ث   1نجمل أمثال ا  جهول الأول في هذه يلطريق : 

 ا  جهول ا ثانا فا ا  ماد   ا ثاني  وهكذا.نصت   حط 

 حل  ا ج    :18مثال

    S

1

2

3

3 2 1 ( )

( ) 2 3 9 ( )

3 2 4 11 ( )

x y z L

x y z L

x y z L

  


  
   

 

 ن تم ل ط ي   غاوس: :18الحل
1

1

2 1 2 2

3
1 3 3

1 1

1 7 1 1 7
2 2 25 5 5 5 5

3 93
25 5

3 2 1 ( )3 2 1 ( )

2 3 9 ( ) 5 7 ( 2 )

3 2 4 11 ( ) 7 2 8 ( 3 )

3 2 1( ) 3 2 1( )

( ) ( )

7 2 8 ( ) ( 7

x y z Lx y z L

x y z L y z L L L

x y z L y z L L L

x y z L x y z L

y z L L y z L

y z L z L

    
           

         

     
         
       3 3 )L L






   

 

}وم ه ا حل ا وحيد:  1, 2, 3}S x y z    
ا خ ي  ا  واف   وبي ا إذا كانط هذه ا   تويات  شت ك  ا ج   حل   [92]

 فا ن    ف ط  أو فا م تقي  مشت ك  أو لا  شت ك بأي  ن   :



 
 



     

      

      

      

      

     



 
 
 

 
 
 
 





 

1 1

2 2

3 3

1 1

2 2

3 3

: 2 3 0 :2 2 3

7

2 3 2

2 2 3 12:

1

: 2 0 : 3 5 1

: 3

1

3

4 5 0 : 1

1 : 5 5

: 2 :

12

2 13 7 1

: 3 4 3 1 : 1

7

3 2

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................
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....................................................................................
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 على الأشعة تمارين عامة

1و A(0,1,1)  تكا ا   اط  [93]
2

(2,1, )B(0,1,0)وC 
,1)وD(1,0,0)و 1,1)E  . 

a)   هل, ,C D B .ٍحدد م تو   
b)  جد مماد   ا   توي( )BDC . 
c)   ا  ث ث  أناثبطDBC  قائ  فاD .واح ب م احته 
d)  ثيلًا وسي ياً     تقي   أعط  d  ا  ار ماA ويمامد ( )BDC . 
e)  است تج م  طA    ع( )BDC 
f)  بُمد  اح بA  عا ا   توي( )DCB . 
g)   است تج  حج  رباعا ا وجوهABCD. 

 لحل:ا 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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I
A B

CD

H

E
F

G

J

2ABمتوازي م ت يلات فيه  ABCDEFGH  يكا  [94]   
1BCو GC       ا .I  ها م تصف[ ]AB وJ  ها م تصف

[ ]CG 1. نتأم ل ا  م   ا  تجانس
2

( ; , , )A AB AD AE. 
a)  جد DJ وIJ وID. 
b)  أن   أثبط( )DI و( )IJ 

 متمامدان. 
c)   اح بcos IJD. 
d)     أعط مماد( )DIJ. 
e)  بُمد  اح بH  عا( )DIJ . 
f)  حج  رباعا ا وجوه  اح بHDIJ. 
g)  ثيلًا وسي ياً     تقي   جد  d  ماا  ار H ويمامد ( )DIJ 
h)  إحداثيات  جدH    ن      اطع ا   تقيd  وا   توي( )DIJ. 
i)  م  ط  است تج H    ا   توي ع( )DIJ. 
j)  بُمد  اح بJ   عا ا   تقي( )IH. 
k) مماد   ا ك ة ا تا م كزها  جدJ   و  س ا   تقي( )IH. 

 لحل:ا

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

4ABرباعا وجوه م تظ  و  ضع  ABCD  يكا  [95]  .I وJ 
]ه ا  با ت  يب  م تصتا  ]AB و[ ]CD. 

ⓐ  اح بAB AC وAB BC وAB AD. 
ⓑ  أثبط  مامد ا   تقي يا( )AB و( )CD. 
ⓒ كا  يG  م كز ث ل ا  ث ثBCD اح ب .AG CD 

AGو BD  واست تج أن  ( )AG  هو الار تاع ا  ازل ماA. 
ⓓ   أثبط أن( )IJ  يمامد( )CD. 

 لحل:ا
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 OABCرباعا ا وجوه  نتأم ل  [96]
  أي إن  Oثلاثا ا زوايا ا  ائ   رأسه 

)ا   تقي ات  )OA و( )OB و( )OC 
متمامدة مث   مث  .   تت ض أن  

1OC  2وOB  2وOA  .
نخت  مم  اً متجان اً  ; , ,O i j k مع 

1
2

i OA 1و
2

j OB وk OC. 

a)  جد مماد   ا   توي( )ABC  

b) ما  د   ثيل وسي ا     تقي  ا  ارجO  توا  مامد  ( )ABC   

c)  اح ب إحداثياتH          إ   ا    ط ا  ائO    ع( )ABC. 
d)  اح بAB CH وAC BH  ماذا ن  اH فا ABC. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................
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....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[97] A وB وC ن اط  ي ط ع   است ام  واحدة ما ا ت ا .  ثلاث
3 ن  تان  ح  ان: Eو Dو 2AD AB 3وAE CE. 
ⓐ  أثبط أنَّ ا   اطA وB وC وD وE .ع فا م توٍ واحد   
ⓑ  تكا I  م تصف[ ]CD وJ  م تصف[ ]BE أثبط وقوع .A 

 ع   است ام  واحدة.  Jو Iو
 لحل:ا

....................................................................................
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 عامة محلولة تمارن
[98] ABCD وجوه. فيه  رباعاI 

]م تصف  ]AB وJ  م تصف[ ]CD 
]صف م ت Oو ]IJ. 
AB أنَّ  أثبط ① CD AD CB   
2AC أنَّ  أثبط ② BD IJ  
0OA أنَّ  أثبط ③ OB OC OD    
]م تصف  K تكا  ④ ]ADو  L  م تصف[ ]BC  أثبط أن .

1
2

IK BD 1و
2

LJ BD َّاست تج أن .ILJK .متوازي أضلاع 
 ن تم ل علاق  شال نجد ① حل:ا

AB CD AD DB CD

AD CB

   

 
 

AI دي ا  ②  IJ JC AC   وBI IJ JD BD    
 با ج ع نجد:  

0 0

2

2

AI IJ JC BI IJ JD AC BD

IJ AI BI JC JD AC BD

IJ AC BD

      

     

 

 

 توازي الأضلاع أو متوسط ا  ث ث نجد بح ب قاعدة م ③
2OA OB OI  2وOC OD OJ  با ج ع نجد 

2 2 2( ) 0OA OB OC OD OI OJ OI OJ        
نم   أن ا   م  ا   تقي   ا  حدودة ب  تصتا ض ميا فا مث ث   ④

1يوازي ا ثا ث  وي اوي نصف طو ها أي: 
2

IK BD  و
1
2

LJ BD وبا تا ا .LJ IK وم ه ILJK .متوازي الأضلاع 
 الآ ي   بي ا ا صحيح ما ا خ أ مم لًا إجابتك. ا   ولاتفا  [99]
① ABC    ثٌ. مه ا كانط مثD   ما ا ت ا  كانط الأشمDA 

 م  ب   خ ياً. DCو DBو
② ABCD ا وجوه.  تكا  رباعاI   ف  با ملاق ا      ا  م  

2IA DA BC CA   ع دئذ   ع .I  ع   أحد ح وفABCD 

. نتت ض أن  أي شماعيا م ها ABو ACو ADنتأم ل الأشم   ③
غي   ABو ACو AD ي ا م  ب يا خ ياً  ع دها  كون الأشم  

 م  ب   خ ياً.
)خارج ا   توي  Dخ أ  فإذا كانط   ① ا حل: )ABC   كانط الأشم

 غي  م  ب   خ ياً.
 صحيح  لأنه بالاستتادة ما ا ملاق  ا  م اة نجد  ②

  2 2

DA BC CA DA BA

AD AB AI IA

   

     
 

 . BDم تصف ا ح ف  Iوبا تا ا

. ABو ACو ADالأشم   ABCخ أ ف ثلًا فا ا  ث ث   ③
 ACو ADيكون أي شماعيا م ها  ي ا م  ب يا خ ياً  و كا الأشم  

 م  ب   خ ياً. ABو
[100]  ABCD رباعا وجوه. وE وF وG   نظائA   با   ب

]إ   م تصتات  ]BC  و[ ]CD و[ ]DB . 
ACأثبط أنَّ  ① DF وAC BE. 
]است تج أنَّ     متيا  ② ]DE و[ ]FB .ا   تصف نت ه 
)أثبط أنَّ ا   تقي ات  ③ )BF و( )DE و( )CG .   متلاسي  فا ن 

 
  ACFDو ABECباستم ال خواص متوازي الأضلاع  ①ا حل:

ACحيث ق  اه ا مت اصتان  BE       وAC DF 
DFما ا   ب ا  ابق  ② BE  وا  باعاBEFD  متوازي

]الأضلاع ف   اه  ]DE و[ ]FB  .مت اصتان 
حيث   ACFDو   ABGDباستم ال خواص متوازي الأضلاع  ③

CFوبا تا ا  ق  اه ا مت اصتان BG  وا  باعاBGFC  
]متوازي الأضلاع ف   اه  ]DE و[ ]CG .مت اصتان 

)أي ا   تقي ات  )BF و( )DE و( )CG .تلاق  فا ن    واحدة  
,3,1)عدداً حقيقياً  و  تأم ل ا   اط ا ثلاث    يكا [101] 3)A  
)و 1,5, 3)B   و( 1,1, )C  أثبط أن ا  ث ث .ABC  مت اوي

 ضلاع ؟. أَي كا أن يكون مت اوي الأا  اقيا  أي اً كان 
 ا حل:

 
2 2 2

2 2 2

4 ( 3 ) 25 6

4 (3 ) 25 6

CB

CA

  

  

      

     
         

CAفإن  ما  وبا تا ا مه ا  كا  CB  وا  ث ث مت اوي
 .Cا  اقيا رأسه 

CBن يكون حت  يكون هذا ا  ث ث مت اوي الأضلاع يجب أ AB 
2    أي 2 225 6 4 4     

2وم ه نجد  6 7 0     1و هذه ا  ماد   حلان  
7أو   ي كا أن يكون ا  ث ث مت اوي الأضلاع . ا قي تيا. وع د 

B

D

C

A

FG

E

M

A

D

C

B

K

L

I

J
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EA

B

C

D

F

G

[102] ( ,1,3)M m .م  بعI  م تصف[ ]AB وJ  م تصف[ ]BC .
)أثبط أن  ا   تقي يا  )DJ و( )CI .متمامدان 

 ا حل: 
 
 
 
[103] ABCD و وجوه. رباعاE  ها نظي ةA    با   ب  إC  
 متوازيا الأضلاع. FDAGو EBCF جملان  Gو Fو
DGأثبط أنَّ  ① DA DE BC  . 
2DGاست تج أنَّ  ② DC BC  ثُ   أنَّ ا   اط  B وC وD 

   ع فا م توٍ واحد.  Gو
 نكتب ① ا حل:

DA DE BC

DA DE EF

DA DF DG

 

  

  

 

  دي ا ②
 2DA DE DC   
 
 

]م تصف  Cلأن  ]AE    نجد ①واست اداً إ 

2 3

DG DA DE BC

DC BC DC DB

  

   
 

,أي  ,DG DC DB  م  ب   خ ياً فا   اطB وC وD وG  ع  
 فا م توٍ واحد. 

,3,1)و B(1,2,0)و A(3,2,1)نتأم ل ا   اط  [104] 2)C . 
  ي ط ع   است ام  واحدة. Cو Bو Aأثبط أنَّ ا   اط  ①
)  ت ا  mع د أي  سي     وسيط  ② ,1,3)M m    إ( )ABC ؟ 
)و Cو Bو A ت ع ا   اط  yو xما ا ملاق  بيا  ③ , ,3)D x y 

 فا م توٍ واحد؟
) دي ا فا ا  م    ① ا حل: ; , , )O i j k  دي ا ( 2,0, 1)AB   

,0)و 1, 3)AC      فا شماعان غي  م  ب يا خ ياً لأن م كبا ه ا غي
  ي ط ع   است ام  واحدة . Cو  Bو  Aمت اسب  وا   اط 

)  ت ا  ② ,1,3)M m  إ   ا   توي( )ABC  إذا وجد عددان
 يح  ان ا ملاق   bو aحقيقيان 

AM a AB b AC    
)أي  3, 1,2) ( 2,0, 1) (0, 1 3)m a b        وم ه 

3 2

1

2 3

m a

b

a b

  


  
   

 

1bوبا حل ا  شت ك  نجد     5وa     َ13وما ثm  . 
)حيث  Dو  Cو Bو A  ع ا   اط  ③ , ,3 )D x y  ٍفا م تو

ح  ان ا ملاق   ي و واحد إذا وجد عددان حقيقيان 
AD AB AC     وم ه 

3 2

2

2 3

x

y





 

  


  
   

⑴

⑵

⑶

 

⑴,ما ا  ماد تيا  2yنجد  ⑵    3و
2

x


 
  وبا تمويض

6نجد  ⑶فا  19x y . 
, ا   اطمج وع   ا  تك [105] ,M x y z  ا تا  ح قُ إحداثيا ها

2ا ملاق  :  3 5 0x y z   . 
 .  ت ا إ    C(2,0,1)و B(5,0,0)و A(7,1,0)أثبط أنَّ  ①
د م توياً  Cو Bو Aا   اط أثبط أنَّ  ②  . حد ِّ
بات ا شماع  ③ 2)ها  BMأثبط أنَّ م ك  3 , , )y z y z.  است تج و
BMأنَّ  yBA zBC ماذا   ت تج؟ . 
,با مكس  أثبط أنَّ أي  ن     ④ ,M x y z  ح ق  ما ا   توي 

2 ا  ماد  : 3 5 0x y z      ؟ما ها ا  ج وع 
)ها ن اط  مج وع  ا   اط  ① ا حل: , , )M x y z  ا تا  ح ق
2ا ها ا ملاق  إحداثي 3 5 0x y z    نلاحظ أن إحداثيات ا   اط  .
A وB وC  ح ق ا ملاق  ا  م اة إذن ا   اط A وB وC  ها

 .ن اط ما ا  ج وع  
)  ا كان ا شماعان  ② 2, 1,0)AB    و( 5, 1,1)AC     غي

 Cو Bو Aم  ب يا خ ياً لأن م كبا ه ا غي  مت اسب  كانط ا   اط 
 .غي  واقم  ع   است امٍ  واحدة  فها  حدد م توياً 

)ما جه  أو    ③ 5, , )BM x y z        ولأن اM  ما 
2فإن  3 5 0x y z     5وم ه 2 3x y z    

(2 3 , , )BM y z y z  . 
2)وب ا أن  3 , , ) (2,1,0) ( 3,0,1)y z y z y z    فإن 

 BM yBA zBC  وم ه ا   اط .A وB وC وM    ع فا
 . م توٍ واحد 

يوجد عددان    ع فا ا   توي  Mوبا مكس. إذا كانط ا        ④
AMا ملاق :   يح  ان    و  حقيقيان AB AC    .
)و دي ا  7, 1, )AM x y z   إذن 

A B

CD

I

J

 

2 2

( ) ( )

0 0 0
2 2

CI DJ CB BI DC CJ

CB DC CB CJ

BI DC BI CJ

a a

    

   

   

    
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7 2 5

1 1 1

0 1

x

y

z

 

       
     

         
     
     

 

 أي

  
7 2 5

1

x

y

z

 

 



   


   
 

⑴

⑵

⑶

 

⑵,ما ا  ماد تيا  و بح اب  نجد  ⑴ويض فا  ثُ  با تم  ⑶
7 2( 1) 5x y z z     

2أو 3 5 0x y z     إذنM    ت ا إ  E وهكذا نكون قد .
 .Eأثبت ا أن 

[106] m وn  عددان حقيقيان
0nموجبان يُح  ِّ ان m .  نتأم ل
( 3,3,0)A (0,6,0)وB  و
(0,6, )M m 0,0)و, )N n  فا

مم ٍ  متجانس  ; , ,O i j k عي ا .m وn  يكون   
  ا  ث ثMAN  قائ اً فاA  
   َّ حجُ  ا  جAOBMN  5ي اوي 3. 
 .   دي اNAM  ح ب أطوال أضلاع ا  ث ث   ا حل:

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 9 12

3 9 12

0 36 ( ) 36 ( )

NA n n

MA m m

NM m n m n

    

    

      

 

إذا  ح ق ا ش ط  Aقائ  فا  NAMيكون ا  ث ث 
2 2 2NM NA MA   :6وهذا يم اm n  

5و  ا كان حج  ا ه م  ي اوي  فإن  3
1

( ) 5 3
3

V S OBMN h     

)و كا  ) 6 3( )
2

m n
S OBMN m n


    

1وم ه 
3

5 3 3( ) 3m n     5أيm n  
2mنجد   و وبحل   3وn  . 

 دي ا فا مم   متجانس  [107] ; , ,O i j k  2)ا    تان, 1,2)A  
)و 2,1, 2)B      ن  ن بكل ن .( , , )M x y z ما ا ت ا   ا   دار  

2 2( )f M MA MB . 
)اح ب  ① )f M    بدلاx وy وz. 
)ا تا  ح  ق  Mأثبط أنَّ مج وع  ا   اط  ② ) 18f M   مؤ ت  ما

 ن    واحدة.
)ا تا  ح  ق  Mأثبط أنَّ مج وع  ا   اط  ③ ) 30f M   ٌك ة

 . أوجد نصف ق  ها. Oم كزها 

ا  ح      ملاق   M  مج وع  ا   اط kأثبط أنَّه  وفق ش ط ع    ④
( )f M k  ها ك ة م كزهاO. 

2 دي ا  ①ا حل: 2 2 2( 2) ( 1) ( 2)MA x y z      
2و  2 2 2( 2) ( 1) ( 2)MB x y z      وم ه 
 2 2 2 2 2( ) 2 2 2 18f M MA MB x y z       
②( ) 18f M   2إذا وف ط إذا كان 2 2 0x y z   أي 

 ( , , ) (0,0,0)x y z . 
③ ( ) 30f M   2يكافئ 2 2 6x y z    يكافئ انت اءM    إ

 .6ونصف ق  ها  Oا ك ة ا تا م كزها 
④ ( )f M k  2إذا وف ط إذا كان 2 2 1

2
( 18)x y z k    

18kوم ه ع دما   وع  ا   اط نجد أن مج M   ا  ح      ملاق
( )f M k  ها ك ة م كزهاO  1ونصف ق  ها

2
( 18)k . 

[108]  ABCDEFGH7  .مكمب
M وN وP  ثلاث ن اط ما الأح ف

[ ]AE و[ ]EF و[ ]FG   جدبا ت  يب 
)م  ع ا  كمب با   توي  )MNP. 

)  :ا حل )MNP ي  ع( )DCGH 
بتصل مشت ك يوازي  MN  . 

) و ي  ع )ABCD  بتصل
 . NPمشت ك يوازي 

 تمييا ا تصل ا  شت ك 
)    توييا  )MNP 

)و )DCGH    نحتاج إ
ه ا.  تكا ن    مشت ك  بي 

Q  ن      اطع
)ا   تقي يا  )HG و( )PN  فها ن    مشت ك  بيا ا   توييا
( )MNP و( )DCGH  فيكون ا تصل ا  شت ك ا    وب هو ا   تقي .

)ويوازي  Q   ا  ار با    )MN  وهو ي  ع( )CG فاR  وي  ع
( )CDفاS فا تصل ا  شت ك هو( )SR . 
S ن    مشت ك  بيا ا   توييا( )MNP و( )ABCD  فا   تقي  ا  ار

)موازياً Sبا      )NP   هو ا تصل ا  شت ك     توييا ا  اب يا في  ع
( )AD فا T  فا تصل ا  شت ك هو( )ST . 

)ا تصل ا  شت ك     توييا  )MNP و( )BCGF  هو( )PR. 
)ا تصل ا  شت ك     توييا  )MNP و( )ADHE هو( )MT. 
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نتأم ل رباعا ا وجوه   [109]
ABCD .رباعا وجوه 
① M  ن  ٌ  ما ا ح ف[ ]AC .

با   توي  جد م  ع رباعا ا وجوه
موازياً     توي  Mا  ار با      

( )BCD. 
② I  ن  ٌ  ما ا ح ف[ ]AD  

)ن  ٌ  ما ا   تقي   Jو )CDو  K  ن  ٌ  ما( )BC عي ا م  ع .
)رباعا ا وجوه با   توي  )IJK. 

③ L  ٌ   ما ا   توي  ن( )ABDرباعا ا وجوه  . أوجد م  ع
)با   توي  )KJL. 

وا  وازي     توي  Mا   توي ا  ار با        يكا    ① ا حل: 
( )BCD  و  فيكون ا تصل ا  شت ك     توييا( )ACD  موازي

)    تقي   )CD  و  وكذ ك يكون ا تصل ا  شت ك     توييا
( )ABC   موازي     تقي( )BC ن س  ما .M  م تقي يا( )ME 

)يوازي  )BC و( )MF  يوازي( )CD  ا   توي ا ذي يمي ه  فيكون
)ا   تقي ان ا  ت اطمان  )ME و( )MF فيكون ا    ع ا    وب هو .

 .MEFا  ث ث 
 Iا       ②

  ت ا إ   ا   تقي  
( )AD  ا  حتوى فا

)ا   توي  )ACD 
  ت ا  Jوا      

)إ   ا   تقي   )CD 
ا  حتوى فا ا   توي 

( )ACD  إذن
)ا   تقي   )IJ 

)محتوى فا  )ACD  وهو وضوحاً محتوى فا( )IJK إذن .( )IJ  هو
)ا تصل ا  شت ك     توييا  )ACD و( )IJK. 

)ا   تقي   )IJ  ي  ع( )AC  فاX ونجد ب تس الاس وب أن .( )KX 
 تصل ا  شت ك هو ا

)    توييا  )ABC 
)و )IJK وهذا .

ا تصل ا  شت ك 
)ي  ع  )AB  فا

Y وهكذا يكون .
م  ع رباعا ا وجوه 

)مع  )IJK  هو ا  ث ث( )IXY. 
)ن      اطع ا   تقي يا  S تكا  ③ )BD و( )KJ  . ما ا   توي

)  ت ا إ    Sا       )JK  ا  حتوى فا( )LKJ وS    ت ا إ  
( )BD  ا  حتوى فا( )ABD.  وكذ ك   ت اL  إ   كل ما( )LKJ 

)و )ABD  فا   تقي .( )SL  هو ا تصل ا  شت ك     توييا( )LKJ 
)و )ABD . 

)ا   تقي   )SL  ي  ع( )AB و( )AD  فاU وV.   ا   تقي( )KU 
)هو ا تصل ا  شت ك     توييا  )LKJ و( )ABC  وهو ي  ع( )AC 

)هو م  ع  UVW.  ا  ث ث Wفا  )LKJ  ورباعا ا وجوه
ABCD. 

 بي ا أزواج الأشم  ا  تمامدة ما بيا الأشم  الآ ي : ① [110]
(2,5)u  و( 2, 5)v    و 1 1

2 5
,w   . 

]ماد     حور ا   م اكتب م ② ]AB:  (4,1)حيثA  و( 1,2)B  
)نتأم ل ا   اط  ③ 5,2)A  1)و, 1)B  و( 3,3)C  

و 9
4
, 1E        أ كون ا .E  مت اوي  ا بُمد عا ا   تقي ات ا تا

 ؟ABC ؤ  تها أضلاع ا  ث ث 
0sبا ح اب نجد    ا حل: u   0w v   0w u . 

)نختار    5,1)AB       3 ناظ  ع   ا  حور وا 3
2 2
( , )D  ها

]م تصف  ]AB   0فتكون ا  ماد   ما ا شكلax by c   
)حيث , )n a b 5   ا  حور با تمويض نجد ناظ  ع 0x y c    

5نموض ا      نجد  6 0x y    
)مماد     )AB :3 1

6 2
A B

AB

A B

y y
m

x x


   

 
 وهذا   

,1)ا   تقي  ي   ما  1)B  
0ا  ماد   ما ا شكل:  0( )y y m x x   نموض 

 1
1 ( 1)

2
y x      ي 2أ 1 0x y         ا بمد  م ه   Eو

)عا ا   تقي   )AB  هو 
9
4
2 1 13

dist( ,( ))
1 4 4 5

E AB
  

 


  

)مماد    )AC :1

2
ACm   ا   تقي  ي   ما  وهذاC أي 

 2 9 0x y         وم ه بمد اE   عا ا   تقي( )AC  ي اوي
9
4
2 9 35

dist( ,( ))
1 4 4 5

E AC
  

 


  

ي  35أ 13
dist( ,( )) dist( ,( ))

4 5 4 5
E AC E AB    فتكون

تها أضلاع  Eا       ت ا تا  ؤ   عا ا   تقي ا ا بمد  وي   مت ا غي  
 .ABCا  ث ث 
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[111] ABCDABCD    
متوازي م ت يلات. يت اطع ق  اه 

[ ]BD  و[ ]CA  فاO نضع .
COD     ونتت ض أن

BC a وCD b 
DDو c  نهدف فا هذه ا   أ   إ   ح اب .cos ًنختار مم  ا .

)متجان اً  , , , )A i j k  بحيث يكونAB وi م  ب يا خ  ياً  وAD 
 م  ب يا خ  ياً.   kو AAم  ب يا خ  ياً  وكذ ك  jو

 .Oم كزه و ت أعط إحداثيات ج يع رؤوس متوازي ا   ت يلا 
أثبط أن   

2 2 2

2 2 2
cos

a b c

a b c


 


 
 . ادرس حا   ا  كم ب.

   يلحل:
)فا ا  م   ا  تجانس   , , , )A i j k :نجد 

(0,0,0) , ( ,0,0 ) , ( , ,0 ) , (0, ,0 )

(0,0, ) , ( ,0, ) , ( , , ) , (0, , )

A B b C b a D a

A c B b c C b a c D a c   
 

]ف ا     م تص Oا           ]A C   :إحداثيا ها
2 2 2
( , , )b a cO  . 

  2 2 2
, ,b a cOC   و 2 2 2

, ,b a cOD    
2 2 21

2
OC a b c OD      

2و   2 21
( )
4

OC OD a b c    
2 2 2

2 2 2
cos

OC OD a b c

a b cOC OD


  
 

 
 

مكمب يصبح ع ت  متوازي ا   ت يلا ن  ما يكو a د b c   فيكون
cos

1

3
  . 

 :عا ا   توي  Aاح ب بُمد  [112]
  (1,2, 3)A   و: 2 1 0x y z   . 

  ( 1,1,1)A   (0,1,0)هو ا   توي ا  ار با   اط  وB 
)و 1,1,0)C  و( 1, 2, 3)D    . 

 يلحل:
 هو :  عا ا   توي  Aبمد  

           2 2 3 1 2
dist( , )

4 1 1 6
A

  
 

 
  

) دي ا  1, 3, 3)BD     و( 1,0,0)BC     نلاحظ أن
غي  م  ب يا خ ياً  فه ا يحددان ا   توي  BDو BCا شماعيا 
( )BCD  نت ض ا  اظ .( , , )n a b c 1   ونختارc   ع دئذٍ   ويكون
BC n  0أيBC n   0وم هa   

BDويكون  n   0أيBD n   3وم ه 3 0a b    

,0)وبا حل ا  شت ك نجد   1,1)n  نحصل  ع   مماد    وم ه
)ا   توي  )BCD  :1 0y z    وم ه 

1 1 1 1
dist( ,( ))

1 1 2
A BCD

 
 


 

,2,2) دي ا ا       [113] 1)A  و   وا   توييا: 
: 0 : 3 1 0x y z x z      

ا ذي ي ث ل ا تصل ا  شت ك     توييا  dعا ا   تقي   Aاح ب بُمد 
 .و 

  يلحل:
( , , )A a b c  م  طA   و ع   ا تصل ا  شت ك     توييا 

0a   وم ه b c       3و 1 0a c    
zنجد   ثيل وسي ا   تصل ا  شت ك بت ض  t  

0x y t       3و 1 0x t    
1وم ه  1

3 3
x t   1و 1 2 1

3 3 3 3
y t t t      

1 اصبح  دي ا  1 2 1
: , ,

3 3 3 3
d x t y t z t t


      


 

1هو  dوم ه شماع ا توجيه     تقي   2
, ,1

3 3
v
 
 
 

أو   1,2,3v  

AAوايضاً  v    و( 2, 2, 1)AA a b c     أي. 0AA v  
2 2 4 3 3 0

2 3 1 0

a b c

a b c

      

    
 

ما  بحل   : 1نجد  نجد 3c a   نجد  ما و
1 2b c a a    نموض فا 

   2 1 2 3 1 3 1 0

2 4 3 9 1 0

3

7

a a a

a a a

a

      

      



 

23أي  1
7 7 7
( , , )A   5ويكون

7
3AA  

: Dو Cو Bو Aأثبط فا حا   أربع ن اط  [114]  ما ا   توي أن 
2 2 2 22AC DB AB BC CD DA 

  يلحل:
2ما ا خاص   2 ( )( )u v u v u v .نجد 

2 2

2 2

( )( ) ( )

( )( ) ( )

AB BC AB BC AB BC AC AB BC

CD DA CD DA CD DA CA CD DA

ACوبا ج ع بمد ملاحظ  أن   CA  وDB BD نجد 
2 2 2 2 ( )

( ) 2

AB BC CD DA AC AB BC CD DA

AC DB BD AC DB
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: :و نتأم ل ا   توييا  [115] 2 3 5 0x y z       و
: 1 0x y z    

إ    dمت اطميا. ن مز با  مز  و ع  ل كون ا   توييا  ①
 فص ه ا ا  شت ك.

هو مج وع  ا   اط  dأثبط أن   ② 25
3 3

1, 2,M z z z   
ل   .فا  zع دما  تحو 

هاً     تقي   ③  .dأعطِّ شماعاً موج 
وي    و ا م ودي ع   كل ما  اكتب مماد       توي  ④

,2,5)با       2)A . 
: دي ا   ا حل: 2 3 5 0P x y z     و: 1 0Q x y z      
 (1, 2,3)n  (1,1,1)وn  غي  م  ب ان خ ياً  مدم   اسب

 مت اطمان. و ا   كبات أي 
)  ت ا   , , )M x y z   ا   تقي ثيا ها  dإ    ا حد إ ح  ط  ا  ذ إ

 أي:   و مماد تا ا   توييا 
2 5 3 (1)

1 (2)

x y z

x y z

  


   
 

2وبا حل 
3

2y z  5و
3

1x z  ي ا   اط  d. أ مج وع   هو 
 25

3 3
1 , 2,M z z z   ع دماz ما  . 

0z.  ذ ك نت ض dما  نختار ن  تيا    1)نجد, 2,0)C   ما
d  3وكذ ك نت ضz   نجد( 4,0,3)B   ماd وم ه ا شماع .

)ا  وجه  5,2,3)u CB     تقي    d. 
فهو ع ودي ع     و ع ودي ع   كل ما  ا   توي  

 ناظ اً.  uوي بل  dفص ه ا ا  شت ك 
)ختار ا      ن ا   توي  لإيجاد , , )M x y z   فيكون  ما

u AM  أي. 0u AM   
5أي  2 3 6 0x y z   . 

,1,0)و A(2,1,3) نتأم ل ا   اط: [116] 1)B  (4,0,0)وC 
,1)و D(0,4,0)و 1,1)E   

  ي ط واقم  ع   است ام  واحدة. Eو Dو Cأثبط أن  ا   اط  
)أثبط أن  ا   تقي    )AB  ع ودي ع   ا   توي( )CDE. 
  يلحل:
)نلاحظ أن   4,4,0)CD   و( 3, 1,1)CE     غي  م  ب يا

  ي ط واقم  ع   است ام  واحدة.  Eو Dو Cفا   اط خ ياً 
)  دي ا  1, 1, 4)AB     وكذ ك 

 ( 1)( 4) ( 1)(4) 0 0

( 1)( 3) ( 1)( 1) ( 4)(1) 0

AB CD

AB CE

       

         
 

ABوم ه  CD  وAB CE  أي( )AB  ع ودي ع   م تقي يا
)ا   توي مت اطميا فا  )CED    فهو ع ودي ع( )CED. 

,2)نتأم ل ا    تيا  [117] 1,3)  و( 1,0,1)A   نهدف إ   كتاب .
 .Aو    با        ا تا م كزها  مماد     ك ة 

 .Aاح ب  
 ( , , )M x y z  2ما ا ت ا  اح بM   بدلا x وy وz. 
ثبط ③ نَّ  أ )»أ , , )M x y z  ما ا  ح َّق « ن  ٌ   ذ إ وف ط  ا  ذ إ

«2 2M A   » ك ة واست تج مماد    . 
9   ا حل: 1 4 14A    . 
  2 2 2 2( 2) ( 1) ( 3)M x y z        
14Rنصف ق   ا ك ة هو  ③ A  . 

 M   يكافئM R   2يكافئ 2A M  يكافئ   
 2 2 2( 2) ( 1) ( 3) 14x y z     . 
1فا ا ت ا . نضع  Bو A امخت تتينتأم ل ن  تيا  [118]

2
r AB  

]م تصف  Iونم  ف  ]AB . 
ما   ن     حا    فا  ه  ن  أ ثبط  ة :  Mأ وا ا   ا ا ت ا   تح  ق  ما 

2 2MA MB MI r  . 
ط ا ت ا  ا تا  ح  ق   ن  مج وع  ن ا 0MA أثبط أ MB   ها

  وها أيضاً ا ك ة ا تا   بل rونصف ق  ها  Iا ك ة ا تا م كزها 
[ ]AB .ق  اً فيها 
 ا حل:
]ف م تص I دي ا   ]AB 1و

2
r AB IA   وم ه 

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )MA MB MI IA MI IB MI IA MI IA

MI IA MI r

        

   

 

0MAا ملاق    MB   2 م ا 2MI r  وهذا  م يف ا ك ة أي
0MA ح ق   ا تا Mمج وع  ا   اط  MB   ها ا ك ة ا تا

 ق   فيها. ABويكون ما ثَ   rونصف  ق  ها  Iم كزها 
عدد حقي ا غي  ممدوم ولا  kرباعا وجوه و ABCD يكا  [119]

ا   اط ا  م ف  با ملاقات :  Lو Kو Jو I تكا  .1ي اوي 
AI kAB وAJ kAD وCK kCD 

CLو kCB. 
IJأثبط أنَّ   kBD LK  واست تج أنَّ ا   اط الأربعI وJ 

   ع فا م توٍ واحد. Lو Kو
 ؟IJKLما طبيم  ا شكل ا  باعا  

  يلحل:
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( ) ...

IJ IA AJ kAB kAD

k AD AB kBD
  

( ) ...

LK LC CK kCB kCD

k CD CB kBD
 

IJ نجد و ما kBD LK أي IJ LK  أي إن
) ي ا   تق )IJ  يوازي ( )LK  ا   اط الأربعI وJ وK وL  ع  

 فا م توٍ واحد.
IJب ا أن   LK  فإن ا شكلIJKL .متوازي أضلاع 

  ABCDABCD  يكا [120]
باً طول ح فه  ها  H. ا      aمكع 

ع   ا   تقي   Bا    ط ا  ائ     أس 
( )AC      ن يد إثبات أن  ا .H 

 Aها أيضاً ا    ط ا  ائ   كلٍ  ما 
)ع   ا   تقي   Dو )AC. 

س  تم ل ا  م   ا  تجانس 
; , ,D i j k ثحيDD ai وD C aj وDA ak 

 اكتب فا هذا ا  م   إحداثيات رؤوس ا  كمب. 
) ح اب   , , )x y z       إحداثيات اH: 
.a  0اكتب بدءاً ما ا   اواةBH AC علاق  بيا  x وy 

 .aو zو
.b  اكتب علاق  بيا بياx وy وz وa ف   حيث  و مم  

AHبا ملاق   AC   ثُ   احداثيات  . واست تج سيH. 
)ع    Aت أن  ا    ط ا  ائ         لإثبا  )AC       ها اH 

)ذا ها  يكتا أن نثبط أن   )A H    ع ودي ع( )AC أثبط .
A مامد ا شماعيا  H وAC. 

)ع    Dأثبط أن  ا    ط ا  ائ           )AC  هاH .ذا ها 
)ع    Dا    ط ا  ائ          K تكا   )AC. 
.a  ماذا   ول عا ا  ولC K ؟ 
.b  د موقع )ع   ا   تقي   Kحد  )AC. 
.c    ما ها ا   اط الأخ ى ما ا  كمب ا تا م   ها ا  ائ  ع

( )AC       ها اK .ذا ها 
   يلحل:

)ا  م   ا  تت ض   ; , , )D i j k  ت رؤوس حداثيا مم   متجانس.  إ
 ا  كمب فا هذا ا  م  

(0,0,0) , ( ,0,0) , ( , , 0) , (0, ,0)

(0,0, ) , ( ,0, ) , ( , , ) , (0, , )

D D a C a a C a

A a A a a B a a a B a a
 

.a ي ا )  د , , )AC a a a و( , , )BH x a y a z a 
0BHوا ش ط  AC : يُكافئ 

0 ( )x y z a 
.b     ما ا ت ض  دي اAH AC  
)وم ه  , , ) ( , , )x a y z a a a aأي 

, ,z a a y a x a a 
ض فا ا ملاق   )نمو 3aف جد  ( a  1وم ه

3
  ي تج 

2إحداثيات  1 2
3 3 3
( , , )H a a a . 

2  دي ا ③ 1 1
3 3 3
( , , ), ( , , )A H a a a AC a a a  

0Aإذن  H AC  وم هA H AC   
)فا   تقي ان  )AC و( )A H  .متمامدان 

)ع    Aها ا    ط ا  ائ          Hإذن  )AC 

1  دي ا ④ 1 2
3 3 3

( , , ), ( , , )DH a a a AC a a a  إذن
0DH AC  وم هDH AC فا   تقي ان  ( )AC 
)و )DH  متمامدان. إذنH          ها ا    ط ا  ائD    ع

( )AC. 
 OSهو م كز   اظ    شكل  وا ت اظ  ا   كزي  Oم كز ا  كمب  ⑤

)ن يحافظ ع   ا   افات وا تمامد.    ا كا )OS B D 
)و )OS A C  كان( )OS H K . 

AHن ت تج أن   KC  1  ولأن 1 1
2 2 2
( , , )O a a a  است تج ا إحداثيات

KH :1 تصف م Oما كون  Kا       2 1
3 3 3
( , , )K a a a . 

ع    Cو Bها أيضاً م  ط ا    تيا  Kب بب ا ت اظ  نجد أن  
( )AC. 

)فا مم ٍ   [121] ; , , )O i j k 3)   دي ا ا    تان, 1,1)A 
,3)و 3, 1)B 1,0)  وا شماعان, 2)u 2,1)و, 3)v .d  هو

ه با شماع  Aا   تقي  ا  ار با       هو ا   تقي   d  وuوا  وجَّ
ه با شماع  Bا  ار با        dو dا   تقي يا . أثبط أنَّ vوا  وجَّ

 ن      اطمه ا. Iمت اطمان  ث َّ عي ا 
   يلحل:

,1) ا شماعان 0 2)u 
2,1)و 3)v  غي  م  ب يا

خ ياً لأن  م كبا ه ا غي  

A

K

H

D

B

C

A

D

B

C

A

B d
I

u d

v
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 مت اسب . 
غي   dو d  ا كان ا شماعان غي  م  ب يا خ ياً كان ا   تقي ان 

 متوازييا. 
 Bوا       dف ضاً  فا   تقي   dلا   ع ع   ا   تقي   Bا      

ي مان فا م توٍ واحد  نثبط  dو d و كا نثبط أن. يمي ان م توياً 
 م  ب   خ ياً.  ABو vو uأن  الأشم  

يح  ان :  bوa  ثبط  أن ه يوجد عددان حقي ان 

AB a u b v. 
(0, 2, 2) (1,0 2) (2,1 3)a b .

2 0

3 2

20 2

2

a b

b

a b

 

  4aو 2bا  شت ك    ماد تيا الأو   وا ثاني  نجد با حل  
 d . إذن ي ع ا   تقي ان وبا تمويض فا ا  ماد   ا ثا ث  نجد أنها مح  

 dلأن ا أثبت ا أن   Iفا م توٍ واحد. وه ا مت اطمان فا ن     dو
 غي  متوازييا .  dو
) ح اب إحداثيات   , , )I x y z     ن تتيد ما انت اء ا   I  ٍإ   كل 

 . d و d ما
Iلأن   d  يح ق   حقي ايوجد عددAI u .  

Iولأن  d  يح ق  يوجد عدد حقي اBI v.  

AB ن ت تج إذن أن    AI B vI u  وهذا ي تضا أن
اب  . إذن  است اداً إ   ا ت  ة ا   2و 4يكون 
4AI u أو .( 3, 1, 1) 4(1,0, 2)x y z وم ه .

,7)نجد أن  1, 7)I . 
[122] (4,0, 3)A  (2,2,2)وB 3)و, 3, 1)C  0,0)و, 3)D . 

]    م  ا   تقي    1أعطِّ مماد       توي ا  حوري   ]AB.  ِّأعط
د       توي ا  حوري  ]    م  ا   تقي    2مما ]BC   د . أعطِّ مما

]    م  ا   تقي    3    توي ا  حوري  ]CD. 
نع  ل   ت  أ طع   3و 2و 1ا   تويا حدة  ت ا  فا ن    وا

 .Dو Cو Bو Aط م كزاً  ك ة      با   ا
بحل ِّ ج    ما ثلاث ممادلات بثلاث  مجاهيل أثبط أن  ا   تويات  ③
 .  ت اطع فا ن    واحدة  3و 2و 1
 . Dو Cو Bو Aا  ارة با   اط  اح ب نصف ق   ا ك ة  ④
 . ABCDا  ارة ب ؤوس رباعا ا وجوه  اكتب مماد     ك ة  ⑤

   يلحل:

]م تصف ا   م   Mإذا كانط   ]AB  1كانط إحداثيا ها
2

(3,1, )M  .
)وكان  2,2,5)AB   1ناظ اً ع   ا   توي ا  حوري . 

 ها : 1فتكون مماد   

1
2( 3) 2( 1) 5( ) 0

2
x y z       

1وم ه  : 4 4 10 13 0x y z    . 
)نت ض   , , )M x y z  2وبا تا ا  2ما 2MB MC أي 

2 2 2 2 2 2( 2) ( 2) ( 2) ( 3) ( 3) ( 1)x y z x y z           
2ها  2مماد     فتكون  10 6 7 0x y z   . 

3ها 3با  ثل نجد مماد    : 3 3 2 5 0x y z    . 
فها  م ا  ا   تويات ا ثلاث   ت اطع فا  

A B C D        بح ب  م يف ا   توي ا  حوري وبا تا ا
 . Dو Cو Bو Aها م كز ا ك ة ا  ارة با   اط 

 نحل ج ل ا  مادلات ③
4 4 10 13

2 10 6 7

3 3 2 5

1

1

1 1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

⑴

⑵

⑶

 

⑴,ما  25نجد  ⑶ 13 5
3 3 4 2

x y z z      
1وم ه 

2
z   2وx y  . 

سي    2xو zوبتمويض  y   نجد ني   ا ثا 0yفا     َث ما  و
2x  1. وبا تا ا

2
(2,0, ) . 

④ R D   21أي
2

41
4 0 ( 3 )

4
R        . 

ا وجوه  ⑤ عا  ربا س  ب ؤو رة  ا  ا ا ك ة  د    ها :  ABCDمما
2 2 21 41

2 4
( 2) ( )x y z    . 

)نتأم ل مم  اً متجان اً  [123] ; , , )O OA OB OC يكا  .G  م كز ث ل
 .ABCا  ث ث 
)  و ح  ق أن  Gاح ب إحداثيات  ① )OG    ع ودي ع( )ABC. 
B(0,2,0)و A(2,0,0) م  ف ا   اط  ②  (0,0,3)وC   ا   توي

( )A B C  .  اكتب مماد       توي( )A B C  .  أثبط أن  و( , , )M x y z 
)  ت ا إ   ا   تقي   )AC  ُجد عدد إذا وk بحيث 

1

0|
x k

y

z k

 



 

. 

)ا  شت ك  بيا ا   تقي   Kاح ب إحداثيات  )AC و ( )A B C  . 
)ا  شت ك  بيا ا   تقي   Lإحداثيات ا       جد ③ )BC  وا   توي

( )A B C  .  أثبط  وازي ا   تقي ات و( )AB و( )A B  و( )KL. 
)ا عي ا   اطع ا   تويي ④ )ABC و( )A B C     ف بدلا   ا   اط ا  م  

 ساب اً.
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  ا حل:
1ن ت تج  C(0,0,1)و B(0,1,0)و A(1,0,0) دي ا   1 1

3 3 3
( , , )G .

0OG  بونح AB    0وOG AC  
)ع ودي ع   شماعيا موجهيا     توي  OGوم ه  )ABC   فا   تقي
( )OG    ع ودي ع( )ABC. 
)نجد ب هو   مماد   ا   توي  ② )A B C   :3 3 2 6x y z  . 
) دي ا 1,0,1)AC     شماعاً موجهاً     تقي( )AC       ا ذي ي   با

(1,0,0)A  وم هAM kAC أن 
1

0

x k

y k

z k

 


 
 

 

1) دي ا  ,0, )K k k   ما ا   تقي( )AC  وها   ت ا إ   ا   توي
( )A B C    3إذا ح  ط إحداثيا ها مماد ته  أي إذا كانk   .
,4,0)ها  Kفإحداثيات  3). 

,0,4)ف جد  Lب تس الأس وب نح ب  ③ 3)L   
)نجد  4,4,0) 4 2KL AB AB      فا   تقي ات( )AB 

)و )A B  و( )KL  . متوازي 
) دي ا   )K AC و( ) ( )AC ABC و( )K A B C    وم ه
K  ع ع   ا تصل ا  شت ك     توييا  ( )ABC و( )A B C   و دي ا .

( ) ( )L BC ABC  و( )L A B C    وم هL  ع ع   ا تصل  
)ا  شت ك     توييا  )ABC و( )A B C    فا   تقي .( )KL  هو ا تصل

) توييا ا  شت ك     )ABC و( )A B C  . 
)فا مم   متجانس  [124] ; , , )O i j k نتأم ل ا ه م  -S OABC  حيث

OA i وOB i j  وOC j وOS k و يكا .t  ًعددا
0يح  ق  1t  .ع ا ه م با   توي ن  x y t  > 
)ا   تقي ات  ي  ع ا   توي  ① )OA و( )OC و( )SC و( )SB 

)و )SA  فاD وE وF وG 
با ت  يب. ارس  شكلًا وبي ا  Hو

 طبيم  هذا ا    ع.
م ت يل   DEFHأثبط أنَّ  ②

 .tوعب   عا م احته بدلا   
  ثُ   م اح  Gإحداثيات  جد ③

FGH    بدلاt.  است تج( )t 
 .tم اح  ا    ع بدلا   

ا تا  جمل  t  واست تج سي   ]0,1[ع   ا  جال  ادرس اط اد  ④
 م اح  ا    ع أعظ ي . 

 OSو ACوي بل  OACاست تج أن  ا   توي ا  ار ب  كز ث ل  
 م  ماً أعظ ا ا   اح . هوه شماعا  وجي

 ا    ع شكل خ اسا: ا حل:
) دي ا   ,0,0)D t 0)و, ,0)E t يوازي    وا   توي( )Oz  

) وبا تا ا كل ما )EF و( )DH  يوازي( )Oz  وكل ما ا  ث ثيا
ECF وDAH .أي  قائ  ومت اوي ا  اقيا( ,0,1 )H t t 

,0)و ,1 )F t t1)    وم ه )EF t k DH  .  
DEو دي ا  k  أيDE EF  وم هDEFH  .م ت يل 
2DEو كا t  وم ه  2 (1 )S DEFH t t . 
)ي بل ا   تقي   ③ )SB  1,1)ا شماع, 1)SB   شماعاً موجهاً  وم ه 

( )

1

x k

SB y k k

z k




 
  

 

2k  أي   فها  ح ق مماد     ت ا إ    Gو كا ا       t 
م ه و  2 2 2

, ,1t t tG  0)  و دي ا, ,1 )F t t و( ,0,1 )H t t .
وار تاعه  2tمث ث مت اوي ا  اقيا طول قاعد ه  HFGفا  ث ث 

2
t .

22  اوي  FGHوم ه م اح  

4
t. 

 ها DEFGHم اح  ا خ اسا  ④

 

2

2 2 2

2
( ) 2 (1 )

4

2 2
2 2 4 3

4 4

t t t t

t t t t t

  

    

 

 
2

( ) 4 6
4

t t    نجمل( ) 0t   2فيكون
3

t   و
22

3 3
( )   جدول الاط اد هووم ه 

2
3

2

3

0 1

( ) 0

( )

t

t

t

   

2 ب غ اكب  سي   ع د  DEFGHوم ه م اح  ا    ع 
3

t   وها
2  اوي 

3
. 

شماعا  OSو CAا   توي ا ذي ي بل ا شماعيا   يكا  
1أي ا       OAC وجيه  وي   ب  كز ث ل ا  ث ث  1

3 3
( , ,0)M. 

,1)ع ودي ع   كل ما  OB(1,1,0)ا شماع  1,0)CA  
. ف ماد   هذا ناظ  ع   ا   توي  OB. وم ه OS(0,0,1)و

xا   توي ما ا شكل  y d  ونوجد  d    ما أن هذا ا   توي ي
2وم ه  Mبا      

3
d    2ها  . وم ه مماد

3
x y   فهو

2ا  وافق  قي    ا   توي 

3
t d   ا تا  جمل م اح  ا    ع

 أعظ ي . 

O

A

C

B

S

D

E

FG

H



                                                                                               الوحدة الأولى والثانية والثالثة )الهندسة( –الجزء الثاني  -الرياضيات 

49 

 مركز الابعاد المتناسبة
 مركز ابعاد نقطتين:  .1

) تينالمثقّل طتين للنق Gمركز الأبعاد المتناسبة  تعريف: , )A  
)و , )B   0حيث   هو النقطة الوحيدة ،G  التي تحقّق

0GA         العلاقة  GB   

 يمكن تعيين الاثقال بثلاث طرق وهي:: الاثقالطرق تعيين 

 
  طريقة التعريف: تُستعمل عندما تكون البداية هي مركز الابعاد وهنا

   نجعل الطرف الثاني صفر .

0GAأي GB    ويكونG  مركز ابعاد( , )A  و( , )B . 

بالشرط أدناه. أوجد عددين  G، ونعرّف Bو Aالنقطتين  نعطي [1]
 و   كي تكونG  مركز الأبعاد للنقطتين ,A  و ,B . 
ⓐ 2AG GB.        ⓑ 2 3 0GB AG .         
ⓒ  2 0GA GB     2 3 0AB GA GB   ⓓ   . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

  طريقة الارتباط الخطي: تُستعمل عندما تكون البداية ليست مركز
 الابعاد وهنا نعزل شعاع المركز.

AGأي  AB  ويكونG  ابعادمركز ( ,1 )A  و( , )B . 
 المقام ناقص البسط النهاية هي البسط والبداية هي أي 

)مركز الأبعاد للنقطتين  Mلتكون  و أعطِ  [2] , )A و( , )B    . 
ⓐ 2

7
AM AB         ⓑ  2 0AM AB           

ⓒ  3 0MA AB .    3 2 0MA BA ⓓ 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 علاقة شعاعية

 لها نفس البداية

 

 البداية ليست مركز الابعاد

 نستعمل علاقة الارتباط

 

 ية هي مركز الابعادالبدا

 نستعمل التعريف

هنا نجعل الطرف الثاني صفر 

 وتكون الاثقال هي الامثال

هنا نعزل شعاع المركز فتكون 

النهاية هي البسط والبداية هي 

 المقام ناقص البسط 



                                                                                               الوحدة الأولى والثانية والثالثة )الهندسة( –الجزء الثاني  -الرياضيات 

50 

  طريقة الرسم: نشكل علاقة ارتباط خطي بين شعاعين بدايتهما ليست
 مركز الابعاد.

 ي نسبة من القطعة.ويسا )احد الطرفين والمركز(أي شعاع المركز

 Gلتكون  و أعطِ متساوية. التدريجات  ،في الشكل الآتي [3]
)ركز الأبعاد للنقطتين م , )A و( , )B    . 

 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 .يمكن أن نضرب الاثقال بعدد ما غير الصفر 
 يوجد حالتان: :مركز الأبعاد تعيينطريقة 

 يكون مركز الابعاد في المنتصف. تساوي الاثقال:  -1
باستعمال:  نشكل علاقة ارتباط خطي تساوي الاثقال:عدم  -2

AG AB


 



 ثم نعين النقطة. 

 مركز الأبعاد للنقطتين  Gعين  [4]
ⓐ ( ,2)Aو( ,2)B            .ⓑ  ( ,3)Aو( ,2)B                  . 
ⓒ  ( , 4)A و( ,2)B         .ⓓ  ( ,3)Aو( , 2)B . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................   

 
 مركز ابعاد ثلاث نقاط:  .2

) الثلاثللنقاط المثقّلة  Gمركز الأبعاد المتناسبة  تعريف: , )A  
)و , )B  و( , )C    0حيث     هو النقطة الوحيدة ،
G  0التي تحقّق العلاقةGA GB GC      

 يمكن تعيين الاثقال بثلاث طرق وهي: طرق تعيين الاثقال
 :ستعمل عندما تكون البداية هي مركز الابعاد وهنا ت   طريقة التعريف

0GAأي   نجعل الطرف الثاني صفر . GB GC      

)مركز ابعاد  Gويكون  , )A  و( , )B  و( , )C . 

 :ت ستعمل عندما تكون البداية ليست مركز  طريقة الارتباط الخطي
AGأي   .الابعاد وهنا نعزل شعاع المركز xAB yAC   

)مركز ابعاد  Gويكون  ,1 )A x y  و( , )B x و( , )C y. 

 :نشكل علاقة ارتباط خطي بين شعاعين بدايتهما ليست  طريقة الرسم
 مركز الابعاد ثم نستعمل الخاصة التجميعية.

 .يمكن أن نضرب الاثقال بعدد ما غير الصفر 
مركز  Mلتكون  و و . جِدْ الأعداد ABCمثلثاً  لنتأمّ  [5]

)الأبعاد المتناسبة للنقاط  , )A  و( , )B  و( , )C . 

1
2

2

3 2

BM MA MC AM AB AC

AM MB AC CM CA CB

   

   

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

A B G
ⓐ

A BG
ⓑ
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

من الشكل  انطلاقاً   [6]
 و المجاور. جد الأمثال 

مركز الأبعاد  Iلتكون  و
)المتناسبة للنقاط  , )A  

)و , )B  و( , )C  واستنتج .   0التي تحققGA GB . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 .يمكن أن نجعل مجموع الاثقال واحد بالقسمة على مجموع الاثقال 
AMبحيث  yو x. جِدْ ABCمثلثاً  [7] xAB yAC . 

ⓐ M عاد المتناسبة للنقاط مركز الأب( , 1)A  و( ,1)B و( ,1)C. 
ⓑ M الأبعاد المتناسبة للنقاط  مركز( ,3)A و( ,1)B و( ,2)C.   

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 يوجد حالتان: :الأبعادمركز  تعيين طريقة
يكون مركز الابعاد في مركز الثقل أي نقطة تلاقي  تساوي الاثقال: -1

 المتوسطات.
بين نقطتين  علاقة ارتباط خطي نشكل عدم تساوي الاثقال: -2

AGباستعمال:  AB


 



ثم نستعمل ثم نعين النقطة  

 الناتجة مع باقي النقاط. الخاصة التجميعية لتجميع النقطة
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  G أنشئ. ABCالمثلّث  ليكن [8]

ⓐ ,1A و ,1B و ,1C . 
ⓑ ,2A و ,4B و ,1C . 

ⓒ ,1A و ,4B و , 3C . 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

A B

C

I
B

G
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 مركز ابعاد أربع نقاط:  .3

)للنقاط المثقّلة  G مركز الأبعاد المتناسبة تعريف: , )A  و( , )B  
)و , )C  و( , )D   0حيث      لوحيدة ، هو النقطة ا
G 0 التي تحقّق العلاقةGA GB GC GD       

 رباعي الوجوه المنتظم

  له أربعة وجوه كل منها مثلث متساوي الأضلاع وطبوقة.  مجسّمهو
 .نسمّي حرفين متقابلين كل حرفين لا يشتركان برأس

 الوجه المقابل القطعة المستقيمة التي تصل الرأس بمركز ثقل  نسمى
 في رباعي الوجوه. متوسطاً 

 بين منتصفي حرفين متقابلين في رباعي  المستقيمة التي تصل القطعة
 الوجوه المنتظم تعامد الحرفين

 تتلاقى في نقطة واحدة تقسم كل متوسط إلى جزئين  المتوسطات
 أحدهما ربع المتوسط.

 له. إذا كانت أثقال مجسم متساوية يصبح مركز أبعاده مركز ثق

رباعي وجوه، وليكن  ABCDليكن  :1مثال
G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ,1A 

و ,1B و ,1C و ,1D . 

ط  :1الحل لنقا ا ,1A و ,1B و ,1C 
ها  كز لمثلث  Gمر ا ثقل  كز  . ABCمر

د المتناسبة للنقطتين  Gوبحسب الخاصة التجميعية:  لأبعا مركز ا هو 
 ,3G  و ,1D إذن ت حقّق ،G 1العلاقة

4
GG GD . 

 :Gرباعي وجوه. استعمل الخاصة التجميعية لتعيين ABCD ليكن [9]

ⓐG  مركز الأبعاد للنقاط( ,1)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,3)D . 
ⓑG  مركز الأبعاد للنقاط( , 1)A  و( ,2)B و( , 1)C  و( , 2)D . 
ⓒG  مركز الأبعاد للنقاط( ,1)A و( ,2)B و( ,3)C و( ,6)D. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

A

B

C

D

G

G
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A

B

C
D

K

I

G

انطلاقاً من الشكل المجاور. جد  [10]
 Kلتكون   و و و الأمثال 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  , )A  
)و , )B  و( , )C  و( , )D  . 
 لحل:ا

.................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 ليتحقق ما يأتي  dو cو bو aالأربعة  الأعدادعيّن   [11]
K الأبعاد للنقطتين مركز  ( , )A a و( , )D d. 
Iمركز الأبعاد للنقطتين( , )B b و( , )C c. 
G  مركز الأبعاد للنقاط( , )A a و( , )B b 

)و , )C c و( , )D d. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 خاصة الاختزال: .4
مجموع  مثاله  ع ا لناتج شعا ا ن  ويكو لبداية  ا جمع أشعة لها نفس  يمكن 
الامثال وبدايته البداية ذاتها والنهاية مركز أبعاد النهايات. نشترط هنا أن 

 يكون مجموع الامثال ليس صفر.
 MA MB MG      

 

 

MA MB MC MG

MA MB MC MD MG

     

       

    

      
 

)مركز الأبعاد للنقاط  Gحيث  , )A aو( , )B b و( , )C c و( , )D d. 
التي  Mالمكوّنة من النقاط   المجموعةعيّن  [12]

2تحقّق 2MA MB MC MA MB MC     
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 التي تحقق: Mنقاط الفراغ  مجموعةجد   [13]
3MB MC MD MA MB MC MD      

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

A

B

C

I

J

D

K
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 التي تحقّق Mالمكوّنة من النقاط   المجموعةعيّن  [14]
2 2MA MB MC MA MB MC     

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 إحداثيات مركز الابعاد: .5
) مركز ابعاد نقطتين , )A  و( , )B  هوA B

G
 

 





. 

) نقاطمركز ابعاد ثلاث  , )A  و( , )B  و( , )C  : 
A B C

G
  

  

 


 
 

)مركز ابعاد أربع نقاط  , )A  و( , )B  و( , )C  و( , )D  
A B C D

G
   

   

  


  
 

في حالة   ،ABCعين مركز ثقل المثلث   [15] 4, 1,2A   
و 2,1,0B  و 6,3, 5C . 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[16] ABCD وجوه.  رباعي 1, 1,2A  و 2,1,0B 
و 2,3, 1C  و 0,0,2D عين إحداثيات: 

ⓐ I الأبعاد المتناسبة للنقطتين  مركز( ,3)A و( ,2)B. 
ⓑ J الأبعاد المتناسبة للنقطتين  مركز( ,2)C و( ,1)D. 
ⓒ  M الأبعاد المتناسبة للنقاط  مركز( ,1)A و( , 2)B  و( , 1)C . 
ⓓ N  مركز الأبعاد للنقاط( ,1)A و( , 2)B  و( , 1)C  و( ,1)D. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 مسائل الاستقامة الواحدة ومركز الابعاد:  .6
  لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة يكفي إثبات أنّ إحداها

 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين الأخريين.
  لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد يكفي إثبات أنّ إحداها هي

 .مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الثلاث الأخرى 

رباعي وجوه مركز  ABCD :2مثال
]منتصف  G .Iثقله  ]AD ،J 

]منتصف  ]BC َّأثبت أن .I وJ وG 
 تقع على استقامة واحدة. 

، ABCDمركز ثقل  Gلدينا   :2الحل
د المتناسبة للنقاط  لأبعا مركز ا ن  ذ فهو إ

( ,1)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,1)D . 

]منتصف  Iولكنّ  ]AD هو مركز الأبعاد للنقطتين ،( ,1)A و( ,1)D .
)هو مركز الأبعاد للنقطتين  Jو ,1)B و( ,1)C . 

لنقطة  ا  ، لتجميعيّة لخاصّة ا لمتناسبة  Gوبحسب ا د ا لأبعا مركز ا هي 
)للنقطتين  ,2)I و( ,2)J . 
ط  لنقا ن تقع  Gو Jو Iفا وتكو  ، حدة مة وا على استقا في  Gتقع 
]منتصف  ]IJ. 

2017)دورة   :3مثال 2)  
ABCD  ،رباعي وجوهK وI 

]منتصفا الحرفين  ]AB و[ ]CD ،
نقطتان معرّفتان بالعلاقتين  Lو Jو

1
3

AL AD 2و
3

CJ CB ،
]هي منتصف  Gوأخيراً  ]JL  

 تقع على استقامة واحدة.  Kو Iو Gأثبت أنّ النقاط 
1من العلاقة   :3الحل

3
AL AD :L لأ د المتناسبة هي مركز ا بعا

)للنقطتين  ,2)A و( ,1)D 2، من العلاقة
3

CJ CB :J  هي مركز
)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1)C و( ,2)B. 

)للنقطتين  ,3)L و( ,3)J  نفس الثقل فيكونG  في منتصف[ ]IJ  هي
د المتناسبة للنقطتين  لأبعا )مركز ا ,3)L و( ,3)J  ل الخاصة وباستعما

 التجميعية 
G مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ( ,2)A و( ,1)D و( ,1)C و( ,2)B. 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iولكن  ,2)A و( ,2)B وK 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1)C و( ,1)D  

هي مركز الأبعاد  Gوبحسب الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطة 
)للنقطتين المتناسبة  ,4)I و( ,2)K  

 على استقامة واحدة. Iو Kو Gإذن تقع النقاط 

المعرفة  Kمكعب. أثبت أنَّ النقطة  ABCDEFGH :4مثال
2بالعلاقة  3AK CB CA AG    تقع في المستوي( )BCG . 

 .Kارسم النقطة 
 لدينا :  :4الحل

2 3

2 3

3 3

3( )

3

3

2

AK CB CK KA AG

AK KA AG CB CK

AK AG CB CK

GA AK CB CK

GK CB CK

GK CK KB CK

KB KC

   

   

  

  

 

  

 3 0KG 

 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Kومنه ,1)B و( , 2)C  
)و ,3)G ومنه .K  تقع المستوي( )BCG. 

)تين مركز الأبعاد المتناسبة للنقط I، نبدأ برسم Kلرسم النقطة  ,3)G 
)و , 2)C  2، إذ ت كتب العلاقةGL GC  فنرسم ،I  على امتداد

[ ]CG  ونرسمK  مركز( ,1)B و( ,1)L  منتصف[ ]BL. 

 Iعدداً حقيقيّاً، و رباعي الوجوه. وليكن  ABCD ليكن [17]
]منتصف  ]AB وJ  منتصف[ ]CD . النقطتانE وF  معرّفتان

AEبالعلاقتين  AD وBF BC .و H منتصف [ ]EF. 

ⓐ  ّتحقّق أنE  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1 )A   و
( , )D  وكذلك أنّ النقطة ،F  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( ,1 )B   و( , )C . 

ⓑ أنّ النقطة  أثبتH  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1 )A  
)و ,1 )B   و( , )C  و( , )D . 
ⓒ وقوع النقاط  استنتجI وJ وH .على استقامة واحدة 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

معرفتين وفق  Fو E، ونقطتين ABCDرباعي وجوه  نتأمّل [18]
1
4

BE BC 2و
3

AF AD َّأثبت أن .Gللنقاط  ، مركز الأبعاد
( ,1)A و( ,3)B و( ,1)C و( ,2)D يقع على ،[ ]EF .عينه 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 :Sو Rو Qو Pرباعي وجوه ما. ولنعرّف  ABCD ليكن [19]
1

5
BP BC 3و

4
AQ AD 1و

5
BR BA 1و

4
DS DC 

ⓐبينG مركز الأبعاد( ,1),( ,4),( ,1),( ,3)A B C Dقع على ي( )PQ. 
ⓑ أثبت G  تقع على( )RS فالمستقيمان ،( )PQ و( )RS .متقاطعان  
ⓒ  لتكنI  منتصف[ ]AC أثبت تلاقي المستقيمين .( )IG و( )BD ،

 وعيّن نقطة تقاطعهما.
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[20] ABCDأنّ النقاط  أثبتوجوه.  رباعيM وB وC  وD  تقع
 .Mفي مستو واحد، ثُّم وضّع النقطة 

ⓐMA MB MC DA    

ⓑ 2 2MB AD AM MC   

 
 
 
 
 
 
 
 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
 

 

 عامة محلولة نيتمار
متوازي  ABCDIJKL ليكن [21]

مركز ثقل المثلث  Gسطوح. وليكن 
BIK َّأثبت أن .D وG وJ  تقع

  واحدة. على استقامة
 الحل:
0GB، ومنه BIKمركز ثقل المثلث  Gلدينا  GI GK   ومنه .

3JG JB JI JK   
3 3JG JB BA AD JG JD     

   على استقامة واحدة. Jو Gو Dومنه تقع النقاط 
)نختار المعلم  :2طريقة ; , , )A AB AD AI (1,0,0)، فيكونB 

 :BIKمركز ثقل  K  .G(1,1,1)و J(1,0,1)و D(0,1,0)و
  1 0 1 0 0 1 0 1 1 2 1 2

, , , ,
3 3 3 3 3 3

G G
        

   
   

 
2 2 2
, ,

3 3 3
DG

 
 

 
,1)و     1,1)DJ  

2نلاحظ 

3
DG DJ  فالشعاعانDG وDJ  مرتبطان خطيّاً، فالنقاط

D وG وJ .تقع على استقامة واحدة  
في الفراغ. وعدداً موجباً غير  Bو A نمختلفتينتأمّل نقطتين  [22]

التي تحقّق الشرط  Mمجموعة نقاط الفراغ  kف . نعرّ kمعدوم 
AM k BM  . 

1kحالة   .وI  منتصف[ ]AB أثبت 
2 2

2

MA MB
BA MI


  

نّ  أ ي  1استنتج  لمستو ا لمستقيمة  هي  ا لقطعة  ا بمنتصف  ر  لما ا
[ ]AB  والعمودي على( )AB . 
1kحالة    .  لتكنI  مركز الأبعاد للنقطتين( ,1)A و( , )B k ،

للنقطتين  Jولتكن  د  بعا لأ ا كز  )مر ,1)A و( , )B k ّأن ثبت  أ  . 
2 2 2

2 2

1
( ) ( )

1 1

MA k MB
MI MJ MA kMB MA kMB

k k


     

 

]التي تقبل القطعة   هي الكرة  kاستنتج أنّ  ]IJ .قطراً فيها 
 الحل:
]منتصف  I لدينا   ]AB  
1ومنه 

( )
2

MI MA MB   وBA MA MB    ومنه 

 
2 2

2 2

1
( ) ( )
2

1

2 2

BA MI MA MB MA MB

MA MB
MA MB

    


  

 

A

B

C
D

I
J

K
L

G



                                                                                               الوحدة الأولى والثانية والثالثة )الهندسة( –الجزء الثاني  -الرياضيات 

58 

kM   يعنيMA MB  0ومنهBA MI   أيM  تنتمي
. فهو المستوي ABوالعمودي على  Iإلى المستوي المار بالنقطة 

]المحوري للقطعة  ]AB. 
د المتناسبة للنقطتين Iلدينا    لأبعا )مركز ا ,1)A و( , )B k  : ي أ
0IA kIB  (1) ومنه (1 )MA kMB k MI   

يضاً  للنقطتين Jوأ لمتناسبة  ا د  لأبعا )مركز ا ,1)A و( , )B k  :ي أ
0JA kJB  (2) ومنه (1 )MA kMB k MJ   

 نجد (2)و  (1)من 
 2(1 ) ( ) ( )k MI MJ MA kMB MA kMB       

 ومنه 
2 2 2

2 2 2

2 2

1
( )

1 1

MA k MB
MI MJ MA k MB

k k


   

 
 

kM   يعنيMA kMB  منه 0MIو MJ   منه  Mو
]تنتمي إلى الكرة التي قطرها  ]IJ. 

]نقطة من  ABCD .Kنتأمّل رباعي وجوه  [23] ]AB  تحقّق
1

3
AK ABو ،L  نقطة من القطعة المستقيمة[ ]CD   تحقق

2

3
CL CD ًوأخيرا .I  هي منتصف[ ]ADو ،J  هي منتصف

[ ]BC  نعرّف .G   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,2)A و( ,1)B 
)و ,1)C و( ,2)D. 
أنّ النقاط و  تقع على استقامة واحدة. Jو Iو Gأنّ النقاط  أثبت ①
G وK وL .تقع على استقامة واحدة 

 .في مستوٍ واحد Lو Kو Jو Iقوع النقاط و  استنتج 
   الحل: 

]منتصف  Iلدينا   ]AD  هي
)لأبعاد للنقطتين مركز ا ,2)A 

)و ,2)Dو .J  منتصف[ ]BC 
)هي مركز الأبعاد للنقطتين  ,1)B 

)و ,1)C وبحسب الخاصة .
)هي مركز الأبعاد للنقطتين  Gالتجميعية  ,4)I و( ,2)J . G وI 

 تقع على استقامة واحدة. Jو
)عاد للنقطتين هي مركز الأب Kوبالمثل  ,2)A و( ,1)B وكذلك .L 

)هي مركز الأبعاد للنقطتين  ,2)D و( ,1)C ومنه استناداً إلى الخاصة .
)كز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي مر  Gالتجميعية  ,3)K و( ,3)L .

 تقع على استقامة واحدة. Lو Kو Gوبالتالي النقاط 
 ( )KL و( )IJ  متقاطعان فيG  ،ًفهما يعينان مستوياً واحدا

 في مستوٍ واحدٍ. Lو Jو Kو Iوبالتالي تقع 

) عطى معلماً متجانساً في الفراغن   [24] ; , , )O i j k ن عطى النقطتين .
(1,0,0)A 4,3)و, 3)B . 
مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mأَتكون مجموعة النقاط  ①

( ;1 )A  و( ; )B   عندما تتحوّل  هي نفسها المستقيم في ،
iوشعاع توجيهه  Aالمار بالنقطة  j k  ؟ 

)مراكز الأبعاد للنقاط  Mموعة النقاط أَتكون مج ② ,1 )A x y  
)و , )B x و( , )O y  عندماx وy  وي المار ، هي نفسها المستفي

iو iويقبل  Oبالنقطة  j k  شعاعي توجيه؟ 
 الحل:

vنعم لأن: لدينا الشعاع    i j k    وبالتالي نلاحظ
3AB v مستقيم المار بالنقطة ومنه الA  وشعاع توجيههv  هو

)نفسه  )AB  وهو مجموعة النقاطM  مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين
( ,1 )A  و( , )B   عندما  في . 

شعاعي توجيه،  vو iوله  Oنعم لأن:  المستوي المار بالنقطة  
شعاعي توجيه. ومنه  ABو OAوله  Oقطة هو المستوي المار بالن

( )OAB  هو مجموعة النقاطM  مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط
( ,1 )A x y  و( , )B x و( , )O y   عندماx وy  في . 

رباعي  ABCDليكن   [25]
مركز ثقل المثلث  Iوليكن  الوجوه.
BCDو ،J  منتصف[ ]AI 

. Iبالنسبة إلى  Aنظيرة  Kو
راكز بصفتهما م Kو Jعبٍّر عن 

 Bو Aالأبعاد المتناسبة للنقاط 
 بعد تزويدها بأمثال مناسبة. Dو Cو

   الحل:
 فرضاً لدينا

1 1 1
(3 ) ( )

2 6 6
AJ AI AI AB AC AD 

3وهذه تكتب  0JA JB JC JD  بالاستفادة من علاقة
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Jشال. إذن  , 3)A و( ,1)B 

)و ,1)C و( ,1)D وبالمثل لدينا . 
2 2

2 (3 ) ( )
3 3

AK AI AI AB AC AD 

3تكتب وهذه  2 2 2 0KA KB KC KD  بالاستفادة
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Kمن علاقة شال. إذن  , 3)A 

)و ,2)B و( ,2)C و( ,2)D. 
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J

( ,1)A ( ,1)B

CD

( ,1)E

H

F

( ,1)G

I

 

L

K

. ABCD وهوجرباعي  نتأمّل [26]
 P، ولتكن ]0,1[من  xلتكن 

  النقاط التي تحقّق Sو Rو Qو

,

,

AP xAB AQ xAD

CR xCD CS xCB

 

 

]هما منتصفا الحرفين  Jو Iالنقطتان   ]AC و[ ]BD . 
)أثبت تلاقي المستقيمات  )IJ و( )PR و( )QS .في نقطة واحدة 

 الحل:
  منAP xAB P  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( , )B x و( ,1 )A x . 

CRمن  xCD  ّأنR ز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي مرك
( , )D x و( ,1 )C x . 

هي مركز الأبعاد المتناسبة لكل من  Gاستناداً إلى الخاصة التجميعية، 
( ,1)P و( ,1)R أي هي منتصف ،[ ]PR  . 

  منCS xCB  ّأنS  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين
( , )B x و( ,1 )C x. 

AQمن  xAD  ّأنQ ركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي م
( , )D x و( ,1 )A x. 

  ،استناداً إلى الخاصة التجميعيةG  هي مركز الأبعاد المتناسبة لكل
)لنقطتين امن  ,1)Q و( ,1)Sتصف ، أي هي من[ ]SQ  . 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iوأخيراً لأنّ  ,1 )A x 
)و ,1 )C x وكذلك ،J  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( , )B x و( , )D x ّاستنتجنا أن ،G  هي مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  ,2 2 )I x و( ,2 )J x . 
]تنتمي أيضاً إلى القطعة المستقيمة  Gفالنقطة  ]IJ.  

]نقطة تلاقي القطع المستقيمة  Gنستنتج مما سبق أنّ  ]IJ و[ ]PR 
]و ]SQ فالمستقيمات ،( )IJ و( )PR و( )QS  تتلاقى في نقطة

 واحدة.
 Lو Kو Jو I، والنقاط ABCDEFGHنتأمّل مكعّباً  [27]

]منتصفات  ]AE و[ ]BG و[ ]EG 
]و ]AB  بالترتيب. والنقطةM  مركز

)الأبعاد للنقاط  ,1)A و( ,1)B 
)و ,1)G و( ,1)E. 
ⓐ   َّأثبت أنM  تنتمي إلى IJ  وعيِّن

 موضعها على هذه القطعة.
ⓑ  َّأثبت أنM  تنتمي إلى KL على هذه القطعة. وعيِّن موضعها 

ⓒ أنَّ  استنتجI وJ وK وL  تقع في مستوٍ واحد وعيِّن طبيعة
 .ILJKالرباعي 

 الحل:
ⓐ M مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة ( ,1)A و( ,1)B 

)و ,1)G و( ,1)E  ولأنI  منتصف[ ]AE  فهي مركز الأبعاد
)المتناسبة للنقطتين  ,1)A و( ,1)Eو ،J  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطتين  ,1)B و( ,1)G فتكون ،M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين
( ,2)I و( ,2)J  

 .IJمنتصف  Mإذن 
ⓑ  لأنK  منتصف[ ]EG ركز الأبعاد للنقطتين فهي م( ,1)E 

)و ,1)G و ،L  مركز الأبعاد للنقطتين( ,1)A و( ,1)Bومنه ،M  
)مركز الأبعاد للنقطتين  ,2)K و( ,2)L  

 .KLمنتصف  Mإذن 
ⓒ  ومنه يتلاقى المستقيمان( )IJ و( )KL  فيM قاط فالنI وJ 

 تقع في مستو واحد،  Lو Kو
 متوازي أضلاع لأن قطريه متناصفان. ILJKوالشكل 

[28] ABCDEFGH  ،ٌمكعّبI وJ 
]منتصفا الحرفين  ]AB و[ ]BC و ،K 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ,1)A 
)و ,2)B و( ,1)C و( ,1)H أثبت وقوع .

 في مستوٍ واحدٍ. Hو Kو Jو Iالنقاط 
 الحل:
)هي مركز الأبعاد للنقطتين  Iلدينا  ,1)A و( ,1)B و ،J  هي مركز

)الأبعاد للنقطتين  ,1)B و( ,1)C . 

)هي مركز الأبعاد للنقاط  Kولأنّ  ;1)A و( ,1)B و( ,1)B و( ,1)C 
)و ,1)H . 

نّ  د المتناسبة للنقاط  Kوبحسب الخاصة التجميعية أ لأبعا هي مركز ا
( ,2)I و( ,2)J و( ,1)H . 

)واقعة في المستوي  Kومنه  )IJH  ط تقع  Hو Kو Jو Iوالنقا
 في مستوٍ واحدٍ.

معرفتين وفق  Jو I. ونقطتين ABCDنتأمّل رباعي وجوه  [29]
2IA IB 2وJC JD. 
 على الأخرى؟ Jو Iأن تنطبق إحدى النقطتين  أَيمكن 
 من الفراغ، كان : Mأنه، أياً كانت النقطة  أثبت 

2MA MB MI   2وMC MD MJ 
  الحل:

D

A
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2IAلدينا   IB  ومنه I  تقع على( )AB ، لدينا و
2JC JD  ومنه J  تقع على( )CD ، أصبحتI وJ   تقعان

 .Jو I. وعليه لا يمكن أن تنطبق النقطتان على مستقيمان متخالفان
]منتصف  Bلما كانت   ]IA كانت مركز الأبعاد المتناسبة 

)للنقطتين المثقلتين  ,1)I و( ,1)A  2ومنهMA MI MB  إذن
2MA MB MI ، وكذلكD  هي منتصف[ ]JC  فهي

)تينمركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقل ,1)C و( ,1)J 
2MJومنه MC MD  2إذنMC MD MC. 

من  kمن الفراغ، وعدداً حقيقياً  Cو Bو Aنتأمّل ثلاث نقاط  [30]
]المجال  1,1] ترمز .kG  إلى مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط
2( ; 1)A k  و( ; )B k و( ; )C k . 
منتصف القطعة المستقيمة   Iو Cو Bو Aقاط مثّل الن 
[ ]BC 1، وأنشئ النقطتينG 1وG . 

]من  kأثبت أنّه مهما كان العدد   1,1]  كان

21
k

k
AG BC

k
 


المعرّف على  fادرس تغيرات التابع و  .

[ 1,1]  بالصيغة
2

( )
1

x
f x

x
 


 kGاستنتج مجموعة النقاط و  .

]في المجال  kعندما تتحوّل  1,1]. 
 حقّقالتي ت Mالمكوّنة من النقاط  عيّن المجموعة  ③

2 2MA MB MC MA MB MC     
 التي تحقّق Mالمكوّنة من النقاط  عيّن المجموعة  ④

2 2MA MB MC MA MB MC     
)نزوّد الفضاء بمعلم متجانس ⑤ ; , , )O i j k ونفترض أنّ النقاط .A 

)و A(0,0,2)معطاة كما يأتي:  Cو Bو 1,2,1)B  
)و 1,2,5)C  ّوأن ،kG معرّفة كما في السابق. و و 

1Gو 1Gاحسب إحداثيات النقطتين   و ، وأثبت أنّ المجموعتين 
 متقاطعتان.
 .و الناتجة من تقاطع المجموعتين   ف قطر الدائرة احسب نص

 الحل:
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1AGومنه  CI  1وأيضاAG CI  . 
2لدينا   ② 2(1 ) (1 )kk AG k AA kAB kAC     

1)2ومنه  ) ( )kk AG k BA AC kBC      
 f  مستمر واشتقاقي على المجال[ 1,1]  
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]المجال  kنستنتج أنه عندما تتحول  1,1]  تتحول( )f k  المجال
1 1
2 2

[ , ]  والنقطةkG   1تتحول على 1[ ]G G. 
 لدينا  
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1عندما يحقق الشرط  إلى  Mومنه تنتمي  1MG MG  
إلى المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  Mأي عندما تكون 

1 1[ ]G G . 
1هي المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  ومنه  1[ ]G G. 
12لدينا   2MG MA MB MC   ، 

2ولدينا  2MA MB MC BA CA IA     
1MGرط إذا تحقق الش إلى  Mومنه تنتمي  IA  

ونصف قطرها يساوي  1Gإلى الكرة التي مركزها  Mأي إذا انتمت 
IA 1هي الكرة التي مركزها  . ومنهG  بالنقطة وتمرB . 

1BGلأن  IA. 
 1G  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,2),( ,1),( , 1)A B C  
 ومنه
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 ، G(0,0,0)1ومنه 
 .G(0,0,4)1وبالمثل نجد 

1ونحسب  6G B  1و 2G A  ولكن .A  تقع في منتصف القطعة
1 1[ ]G G  ولأن  ومنه تنتمي إلى المستوي

1 1G A G B  تكونA  تقع داخل الكرة ،
 يتقاطعان. والكرة  ومنه المستوي 

معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة 
1 1[ ]G G  2هيz    وهو يبعد عن مركز الكرة

 ، 2مسافة تساوي 
يكون  6وبما أن نصف قطر الكرة يساوي 

   بحسب مبرهنة فيثاغورث أن نصف قطر الدائرة التي تمثل
26يساوي  2 2 . 
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ABرباعي وجوه منتظم ولنضع  ABCD ليكن [31] a. 
مركز رباعي الوجوه المنتظم  نسمي 

ABCD  النقطةO  مركز الأبعاد
المتناسبة لرؤوس رباعي الوجوه وقد 
أسندنا إليها الأمثال ذاتها: 

0OA OB OC OD. 
.aأنّ  أثبتA وO وG  تقع على

 .AOو AG وجداستقامة واحدة 
.b  ّأثبت أنO  هو منتصف القطعة المستقيمة[ ]IJ. 
.c  احسب الأطوالOB وOI. 
.d  ّأثبت أنO .متساوية البعد عن جميع رؤوس رباعي الوجوه 
OAاحسب   OB  بكتابةبأسلوبين أحدهما 

                 ( ) ( )OA OB OI IA OI IB. 

  الحل:
 مركز الأبعاد المتناسبة لرؤوس رباعي الوجوه :  Oالنقطة   

0OA OB OC OD 
.a  ّلأنG لنقاط المثقلة مركز الأبعاد المتناسبة ل( ,1)B و( ,1)C 
)و ,1)D  فإن النقطةO  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)A 

)و , 3)G 3كون بالخاصة التجميعية، وي حسب

4
AO AG  ومنه

,النقاط   ,AO G واحدة.  ةتقع على استقام 
3AG من العلاقة AB AC AD نجد 
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6 ومنه

3
AG a 3، وعليه 6

4 4
AO AG a . 

.b  كانت د المتناسبة للنقطتين  Iلما  لأبعا )مركز ا ,1)C و( ,1)D ،
لأبعاد المتناسبة للنقطتين  Jو )مركز ا ,1)A و( ,1)B  ن و  Oجدنا أ

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,2)I و( ,2)J . 
]منتصف  Oفيكون  ]IJ . 
.c نسبة إلى المستوي المحوري للقطعة رباعي الوجوه المنتظم متناظر بال

[ ]AB  إذنOB OA . 
4وجدنا أنّ  2 2IO IJ AB BC CD وعليه 
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2 ومنه

4
OI a . 

.d  عي الوجوه  من كون ي أدواراً  المعطىربا نّ رؤوسه تؤد منتظم، فإ
 متماثلة، وعليه فإنّ 
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 ومن جهة أخرى 
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